1. Teorie informace a entropie

1.1 Úvod do problematiky

1.1.1 Teorie informace

Základní pojmy:

Zpráva

= jakákoliv posloupnost rozlišitelných znaků

Symboly
= rozlišitelné prvky ve zprávě (grafické znázornění … znaky)

Abeceda
= množina všech symbolů

Př.: 
Zpráva 



a b c c a b d a b d d c b a c


délka zprávy = 15, abeceda A={a,b,c,d}



počet symbolů abecedy S=4

Signál

= materiální nositel zprávy

Kódování
= transformace zprávy vyjádřené pomocí jedné abecedy na zprávu vyjádřenou pomocí druhé abecedy

Informace
= vztah mezi symboly zprávy a okolním světem

· strukturní vztahy mezi symboly

· vztahy mezi symboly a okolním světem omezené na vztahy:

-
mezi označením a významem




-
mezi významem a jejich překladem

syntaktická

informace

sémantická

pragmatická

1.1.2 Informace a entropie

počet možných zpráv délky a nad abecedou s celkovým počtem symbolů s je 
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(variace s opakováním)

Př: 
A={0,1}, s=2, n=6 => N=26=64


A={a,b,c,d}, s=5, n=6 => N=56=15625

Vybereme-li jednu konkrétní zprávu, redukujeme tím neurčitost. Čím větší bude počet možných alternativ, tím větší neurčitost tímto výběrem odstraníme.

Množství informace ve zprávě je rostoucí funkcí počtu alternativ. Platí
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Požadavek aditivity:
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platí-li:
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Dělením posledních dvou rovnic 
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a po úpravě
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Po integraci

[image: image10.wmf]N

K

N

f

ln

)

(

=


Hartleyova míra informace
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Obecně: Symboly se mohou ve zprávě vyskytovat s různou četností

Permutace s opakováním (při různých absolutních četnostech 
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Při dostatečně velkém n  použijeme Stirlingův vzorec
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Shannonova entropie


[image: image19.wmf]å

=

-

=

=

s

i

i

i

P

P

K

n

I

H

1

ln


= střední hodnota informace na jeden symbol zprávy

Odvození konstanty K:

Nechť A={0,1}, nechť střední množství informace na jeden symbol je rovno jedné. Pak za předpokladu stejné pravděpodobnosti výskytu obou symbolů platí:
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Odtud:
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Matematicky korektně:

Entropie je funkce splňující následující axiomy:

1) Je spojitou funkcí pravděpodobnosti na intervalu 
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3) Jestliže symbol 
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v původní abecedě lze rozložit na dva dílčí symboly 
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pravděpodobností výskytu 
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Lze ukázat, že uvedeným podmínkám vyhovuje funkce 
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1.1.3 Vlastnosti entropie
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Každému symbolu abecedy můžeme přiřadit určitou hodnotu signálu 
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1.) 
[image: image35.wmf]0
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tehdy a jen tehdy, jsou-li všechny pravděpodobnosti kromě jedné rovny nule a jedna pravděpodobnost rovna jedné.

2.) Entropie dosahuje svého maxima, jsou-li všechny pravděpodobnosti stejné 
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Všimněme si, že 
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tedy Hartleyova míra informace udává maximální množství informace, které můžeme přenést 
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symboly z abecedy o 
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symbolech.

3.) Sdružená entropie

Mějme dva signály 
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Pak sdružená entropie 
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Zobecněním:
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Ze sdružených pravděpodobností stornujeme marginální pravděpodobnosti 
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a odtud marginální (jednorozměrná) entropie
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Důležitá nerovnost
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4.) Podmíněná entropie 

Sdruženou pravděpodobnost lze vyjádřit též jako 
[image: image49.wmf])

/

(

)

(

)

,

(

i

j

i

j

i

x

y

P

x

P

y

x

P

×

=

  , 

marginální pravděpodobnost pak jako 
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a sdruženou entropii jako 
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Pak lze psát  
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Platí též 
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a odtud 
[image: image55.wmf])

/

(

)

(

)

/

(

)

(

Y

X

H

X

H

X

Y

H

Y

H

³

³


Znaménko rovnosti platí právě tehdy, jsou-li obě proměnné nezávislé.

Upozornění!!
Při praktických aplikacích stanovujeme pouze odhad entropie 
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 na základě četností
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Tento odhad má obvykle systematickou chybu, je vychýlený.

5.) Entropie spojité veličiny (diferenciální entropie)
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je hustota pravděpodobnosti spojité veličiny.

Zatímco entropie diskrétní veličiny je absolutní mírou neurčitosti, ve spojité verzi je entropie relativní mírou neurčitosti vzhledem ke zvolenému systému souřadnic.

Př: Veličina x má normované normální rozložení 
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Označme obecněji 
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V tomto příkladu:
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a odtud 
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závisí na měřítku !!!
I pro spojitou veličinu definujeme sdruženou entropii
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a podmíněná entropie
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Pro q-rozměrnou hustotu pravděpodobnosti můžeme stanovit q-rozměrnou entropii:
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Při přechodu od souřadnic
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1.1.4 Střední vzájemná informace

Předpokládejme, že máme dvě diskrétní náhodné veličiny, které jsou určitým způsobem závislé. Platí:
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Vlastnosti střední vzájemné informace:
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4.) Platí-li 
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Střední vzájemná informace – vícerozměrný případ
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Střední vzájemná informace – případ spojitých veličin
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Po úpravě:
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Střední vzájemná informace je invariantní vzhledem k transformacím souřadnic !!
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1.2 Teoretické otázky a příklady

1.2.1 Jaký je vzájemný vztah střední vzájemné informace signálů X a Y a podmíněné entropie těchto signálů?

1.2.2 Jak vyjadřujeme podmíněnou entropii v případě spojitého signálu?

1.2.3 Jak určujeme entropii spojitého signálu?
1.2.4 Jak vyjadřujeme podmíněnou entropii v případě spojitého signálu?

1.2.5 Hrací kostka má stěny označeny čísly 

1.2.5.a 
1, 2, 2, 4, 5, 6 (obvyklé číslo 3 je nahrazeno 2!!). 

1.2.5.b 
1, 2, 2, 2, 6, 6

1.2.5.c
1, 2, 2, 4, 6, 6

Jaká je entropie procesu házení kostkou?                 

ad 1.1.b (1, 2, 2, 2, 6, 6):

Při jakém rozložení čísel 1, 2, 6 po stěnách kostky by proces házení kostkou měl nejvyšší entropii?

Řešení 1.2.5.a:
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