2. Komunikační kanál a kódování
2.1 Úvod do problematiky

2.1.1 Komunikační kanál

Příklady: 

	Sdělování:
	telefonní linka

	 
	děrná páska - napěťové impulsy

	Požadovaná hodnota teploty - skutečná teplota - řízení 


Z hlediska teorie informace se jedná o stejný problém. 
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2.2.2.c

2.2.2.b

2.2.2.a


	Kódování 
	-
	transformace zprávy z vyjádření v jedné abecedě do abecedy jiné 

	Dekódování 
	-
	inverzní operace ke kódování

	Kód 
	-
	předpis, který určité skupině symbolů jedné abecedy jednoznačně přiřadí určitou skupinu symbolů z jiné abecedy


Struktura komunikačního kanálu:
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2.1.2 Kódy a kódování

Příklad:  Nechť zdroj generuje 4 nezávislé symboly a,b,c,d, s pravděpodobnostmi
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Entropie zdroje pak bude
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Uvažujme dva kódy: 

	symbol
	a
	b
	c
	d

	kód 1
	00
	01
	10
	11

	kód 2
	0
	10
	1101
	0111


Stanovme nyní pravděpodobnosti výskytu symbolů nové abecedy pro oba kódy: 

	symbol
	a
	a
	a
	a
	b
	b
	c
	d

	kód 1
	00
	00
	00
	00
	01
	01
	10
	11

	kód 2
	0
	0
	0
	0
	10
	10
	1101
	0111


Odtud relativní četnosti (=~pravděpodobnosti) 

	pro kód1
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	pro kód2
	[image: image7.png]PO) - %
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Nyní lze stanovit entropii pro oba kódy: 

[image: image9.wmf] 


Kód2 je úspornější !! 

Poměrná entropie:
	
	[image: image10.png]





Redundance:
	
	[image: image11.png]





Délku zprávy označme [image: image12.png]


, délku zprávy zakódované optimálním kódem s entropií [image: image13.png]


označme [image: image14.png]


. 

Musí platit:
[image: image15.png]I=nH =nyHyp



, 

a tedy
[image: image16.png]



	
	
	u zdroje (generované symboly nemají rovnoměrné rozdělení)

	
	/
	

	Redundance vzniká
	
	

	
	\
	

	
	
	kódováním (nerovnoměrnost se ještě zvýší)


Redundance zdroje: 

[image: image17.png]



kde [image: image18.png]


a [image: image19.png]log, s



je maximální entropie zdroje. 

Redundance způsobená kódováním: 

[image: image20.png]


, 

kde [image: image21.png]


je entropie zakódované zprávy.

Celková redundance: 

[image: image22.png]



(stále předpokládáme, že symboly jsou ve zprávě nezávislé)

Pokračování příkladu:
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[image: image24.png]


- je pro oba kódy stejná
[image: image25.png]



Druhý kód je tedy úspornější!
2.1.3 Prefixová vlastnost

[image: image26.png]



Pokud budou kódová slova uspořádána tak, že žádné slovo neleží na cestě od jiného slova ke kořeni grafu (žádné slovo není prefixem jiného), má uvedený kód prefixovou vlastnost.
Kód č.1 - prefixový

Kód č.2 - není prefixový

Redundance je užitečná v případě působení šumu.

Můžeme ji zvyšovat např. opakováním zprávy

Nejjednodušší indikace chyby - použití parity:

	      
	kontrolní bit
	-
	nenese informaci, je určen výlučně k indikaci chyby


Např. v ASCII je 7 významových bitů, osmý je paritním pro sudou paritu

	bit
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	A
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	C
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	1
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1


Lze jednoznačně odhalit (nikoliv opravit!) chybu, pokud je v jednom bitu.

Kódové krychle:

	
	Jednotlivým kódovým slovům přiřazujeme vrcholy krychle
	

	
	Dimenze krychle vychází z počtu symbolů v kódovém slově:
	2 symboly - dvojrozměrná krychle

	
	
	3 symboly - trojrozměrná krychle



[image: image27.wmf] 


2.1.4 Hammingova vzdálenost 

Hammingova vzdálenost  dvou kódových slov = počet míst, v nichž se kódová slova liší

Např: 

	(000,001)
	=
	(000,010)
	=
	(000,100)
	=
	1

	(000,101)
	=
	2
	
	
	
	

	(000,111)
	=
	3
	
	
	
	


Hammingova vzdálenost = metrika

Charakterizuje odolnost kódů proti poruchám a schopnost identifikovat, popř. opravit chyby.

Pro kód bez redundance (vzdálenost dvou slov  = 1) nelze počítat s identifikací chyby. Pokud minimální vzdálenost dvou kódových slov je  = 2, lze zjišťovat chyby v jednom symbolu, při  = 3 je již možné opravovat chyby v jednom řádu.

Hammingova vzdálenost - počet jedniček v součtu kódových slov modulo 2.

	 
	1
	0
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	+
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1


	+
	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	1


Využití v samoopravovacích kódech!

2.1.5 Diskrétní kanál a jeho kapacita

	U={ui}
	množina přístupných hodnot signálu na vstupu kanálu

	Y={yj}
	množina přípustných hodnot signálu ma výstupu kanálu


Jsou-li U a Y konečná, pak trojice
resp. (U, Y, [P(yj / ui)])
resp. (U, Y, [P(ui / yj)])
představuje popis diskrétního kanálu, kde [P(yj / ui)] je matice podmíněných pravděpodobností:
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Obdobně lze vyjádřit [P(ui / yj)].

Pomocí matic [P(yj / ui)] či [P(ui / yj)] lze porovnávat vlastnosti kanálů jen obtížně. K tomu lze použít střdní vzájemnou informaci
T(U:Y) = H(U) - H(U/Y) = H(Y) - H(Y/U)

Entropie H(U/Y) resp. H(Y/U) udává ztrátu informace způsobenou přenosem. Bude-li H(Y/U) = H(U/Y) = 0, je kanál bez šumu.

Rychlost přenosu informace

R = vu T(U:Y)    (bit/s),
kde vu je rychlost přenosu jednotlivých symbolů:
[image: image29.png]


,
kde [image: image30.png]Wl



je střední doba přenosu jednoho symbolu.

Rychlost fyzikálního přenosu vu nemůžeme z hlediska teorie informace ovlivňovat.

Střední vzájemná informace závisí nejen na pravděpodobnostech P(yj / ui), ale také pravděpodobnostech P(ui). Tyto lze měnit vhodným kódováním a zvyšovat tak rychlost přenosu informace (kód se tak vlastně přizpůsobí vlastnostem kanálů).

Maximální rychlost přenosu C se nazývá kapacita kanálu:

[image: image31.png]C=v.max[TU:D)]
s



,


kde maximum střední vzájemné informace hledáme přes všechna možná rozložení pravděpodobnosti P(U). Pro kanál bez šumu je T(U:Y) = H(U), tedy 

[image: image32.png]- HT)
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V případě rovnoměrného rozložení 

P(u1) = P(u2) = .... = P(us) = 1/s,

kde s je počet možností vstupního signálu, dostáváme:

H(U) = log2 s , a tedy
C = vu log2 s. 

Symetrický kanál vzhledem ke vstupu (šum stejným způsobem ovlivní přenos každého vstupního symbolu) - pak jsou všechny řádky [P(yj / ui)] permutacemi čísel P1, P2, ..., Ps.

Obdobně, pro symetrický kanál vzhledem k výstupu, platí předpoklady i pro sloupce matice [P(yj / ui)].
Pak dostáváme tzv. symetrický kanál.

Pro s = 3 = r
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(ternární symetrický kanál)

Stanovení kapacity symetrického kanálu: 
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prvky matice kanálu jsou permutaceme, kdy
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a tedy
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Protože

[image: image37.png]S Py -1
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,


dostáváme 

[image: image38.png]HEIU) =




.


Musí platit

[image: image39.png]H(F) <log,
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Tedy: 
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Binární symetrický kanál:

[image: image42.png]1y
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[image: image44.png]C =log, 2+ Plog, P+(1- P)log,(1-F)




a odtud

[image: image45.png]C=1+Plog, P+(1- Plog,(1-P)




Je zřejmé, že P by se mělo blížit 1 nebo 0. Nejhorší případ: P = 1/2, pak se kapacita kanálu blíží nule.

Shannon:

Jestliže je entropie zdroje menší než kapacita kanálu, je možné najít takový kód, který umožní přenášet daným kanálem zprávy, které generuje zdroj tak, aby pravděpodobnost chyby byla libovolně malá. 

Obrácená věta:

Je-li entropie zdroje větší než kapacita kanálu, není možné najít takový kód, který by umožňoval přenášet tímto kanálem zprávy, které generuje zdroj tak, aby pravděpodobnost chyby byla libovolně malá.

2.1.6 Spojitý kanál a jeho kapacita

· obtížnější úloha

· jednoduše řešitelná jen pro některé typy signálů
Zabývejme se kapacitou kanálu při signálech stochastických s normálním rozložením (tyto mají největší entropii mezi signály se stejnou disperzí 2)
Signál, který projde nf filtrem, nebo signál s různým rozložením, bude mít rozložení blízké normálnímu.
Nechť vstupní signál má hustotu 

[image: image46.png]


,


tj. normální rozložení s nulovou střední hodnotou.

Pro výstup: y = u + z, kde z je šum, předpokládáme statickou nezávislost u a z, tedy

g(u,z) = f1(u)· f2(z)       (sdružená hustota)
Dále platí h(u,y) = g(u,z)|J|,
kde |J| je jakobián příslušné transformace. 

V našem případě:
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,


a tedy

h(u,y) = h(u,z) = f1(u)· f2(z) = f1(u)· f2(y-u). 

Bude-li mít šum hustotu:

[image: image48.png]


,


dostáváme 

[image: image49.png]




a f3(y) obdžíme jako marginální hustotu z h(u,y)
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.


Pak
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.


Předpokládejme, že signál i šum jsou ergodické náhodné procesy s nulovou střední hodnotou:
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,


kde P je střední výkon užitečného signálu
kde N je střední výkon šumu .

Pak 

[image: image53.png](. 1) :%bgz[P”V]
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.

Je-li fh horní mezní frekvencí užitečného signálu, bude počet vzorků za jednotku času 2 fh a pro kapacitu kanálu bude platit

[image: image54.png]C:/,.logz[
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Shannonova věta

Výraz

[image: image55.png]




se interpretuje jako počet rozlišitelných úrovní výkonu signálu (= počet symbolů abecedy).

Počet rozlišitelných amplitudových úrovní bude:

[image: image56.png]


,


tj. poměr efektivní hodnoty součtu "signál + šum" k efektivní hodnotě šumu.

(Pozor!! Závěry platí jen pro nezávislé normální a ergodické procesy!!)
2.2 Příklady 
2.2.1 Mějme binární symetrický kanál s maticí s pravděpodobností správného přenosu jednoho znaku P=0.8. Jaká je jeho kapacita?

[image: image1.png]


Řešení 2.2.1:

2.2.2 Zdroj generuje tři nezávislé symboly a,b,c s pravděpodobnostmi
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Signál je dále kódován do binární reprezentace dle následující tabulky:

(nebo: k přenosu se používá kanál s kódováním)

	symbol 
	a
	b
	c

	kód 1
	0
	10
	1101

	kód 2
	01
	10
	110

	kód 3
	01
	001
	0001


Jaká je redundance

a) zdroje

b) způsobená kódováním

c) celková

d) má kód prefixovou vlastnost? Zdůvodněte
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2.2.2.c

2.2.2.b

2.2.2.a

Řešení 2.2.2.a – kód 3:

Zpráva a její zakódování odpovídající pravděpodobnostem výskytu znaků:


a
a
a
a
a
b
b
b
c
c



01
01
01
01
01
001
001
001
0001
0001

d) Ano, lze jednoznačně určit začátek a konec každého zakódovaného symbolu v libovolné zprávě (žádný kód symbolu není následníkem jiného kódu symbolu ve stromu).

Řešení 2.2.2.b – kód 1:
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2.2.3.b

2.2.3.a

Zpráva a její zakódování odpovídající pravděpodobnostem výskytu znaků:


a
a
a
a
a
a
b
c
c
c
c
c
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d) Ano.

2.2.3 Zdroj generuje tři nezávislé symboly X, Y, Z s pravděpodobnostmi
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Signál je dále kódován do binární reprezentace dle následující tabulky:

	Symbol
	X
	Y
	Z

	kódování I
	kód 1
	011
	10
	11

	
	kód 2
	0
	1
	01

	kódování II
	kód 1
	0
	01
	111

	
	kód 2
	01
	10
	11


a) Jaká je entropie zdroje?

b) Určete entropie obou kódů 

c) Jaká je redundance zdroje?

d) Který z kódů má vyšší redundanci?

e) Který kód je úspornější a proč?

Řešení 2.2.3.b – kódování II:
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Zpráva a její zakódování v obou kódech odpovídající pravděpodobnostem výskytu znaků:


X
X
Y
Y
Y
Y
Y
Y
Y
Z



kód 1
0
0
01
01
01
01
01
01
01
111

kód 2[image: image63.wmf](
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e) Úspornější je kód 1, protože má větší entropii.

2.2.4 Rychlost přenosu informace je 300 znaků za vteřinu. Jaká je kapacita kanálu přenášejícího dva symboly a, b, jsou-li prvky pravděpodobnostní matice rovny

P(a/a)=P(b/b) = 0.7,  P(a/b)=P(b/a)=0.3.

2.2.5 Zdroj zpráv generuje dva symboly s pravděpodobnostmi P(a)=0.6, P(b)=0.4.

K přenosu se používá kanálu s kódováním

a……..23

b……..322

a) Jaká je entropie zpráv?

b) Jaká je přenosová kapacita kanálu při přenosu 100 znaků za vteřinu?

c) Jaká je redundance kanálu?



d) Jaká je celková redundance zdroje a kanálu?

Řešení 2.2.5:
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Zpráva a její zakódování odpovídající pravděpodobnostem výskytu znaků:


a
a
a
b
b
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2.2.6 Zdroj informace generuje 2 nezávislé symboly X a Y s pravděpodobnostmi 

P(X) = 0.2, P(Y) = 0.8.

Informace je přenášena dvěma nezávislými kanály s kódy

	
	X
	Y

	kód 1
	0
	001

	kód 2
	01
	10


a) Jaká je entropie zdroje?

b) Který kód je prefixový a proč?

c) Který z kódů má větší redundanci?
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