6.3 Automatizace dokazování

NEVÝHODY formálního systému s axiomy A1 – A5, MP a generalizací při hledání důkazu:

1. Volba použitého axiomu, odvozovacího pravidla i tvrzení, na něž má být odvozovací pravidlo aplikováno, silně závisí na intuici. Při pokusu použít úplné prohledávání  kombinatorická exploze.

2. Jak volit řízení průchodu rozsáhlým prohledávacím prostorem? Lze využít informaci v dokazovaném tvrzení pro zúžení prohledávaného prostoru?

Náprava? 

1. Minimalizace počtu axiomů a pravidel. Přechod k normální formě formule, ve které se používá minimální počet konstrukčních prvků – klauzule. 

2. Místo přímého důkazu se soustředíme na důkaz sporem – ten je víc cílově orientován! 

6.3.1 Základní pojmy

Literál


atomická formule nebo její negace
p(a,m), p(X,m),  p(c,Z)

Klauzule 

disjunkce literálů


 p(X,m)   p(X,v)

Prázdná klauzule 
■




má vždy význam „spor“ čili 

„nepravda“

Základní klauzule
klauzule, ve které se nevyskytují
p(a,m)   p(c,v)




proměnné

Formule A je v klauzulární formě, pokud má tvar (C1& .. &Ck), kde Ci jsou klauzule. Uzavřené instanci formule C1& .. &Ck říkáme základní instance A.

Důkaz sporem: Buď uzavřená formule, pak 
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 iff   T  je sporná!

6.3.2 PRAVIDLO ZÁKLADNÍ REZOLUCE

Jsou-li  základní klauzule a je-li A atomická formule bez proměnných, pak pravidlo základní rezoluce odvodí z dvojice klauzulí , klauzuli  nazývanou jejich rezolventa:

                 - 
A a A jsou  doplňkové literály

                   - 
rezolventa
Platí, že množina Mzákladních klauzulí je sporná   z M lze pomocí konečného počtu kroků základní rezoluce odvodit .

Jak lze přejít od sporné množiny klauzulí ke sporné množině základních klauzulí?

V konkrétním příkladě může člověku pomoci intuice. 

Příklad:


Původní formulace



vhodná instance (intuice)

K1:        p(a,m)p(b,v)

K2a:         p(a,m)p(c,m)

K2b:    p(a,m)p(c,m)

K3:p(b,v)p(c,v)

K4a:       p(X,m)p(X,v)



p(c,m)p(c,v)
K4b:p(Y,m)p(Y,v)

Negace dotazu D: 

 D
ZpZmZpZm

pcm

Důkaz pomocí základní rezoluce

p(c,m)           K4a [X/c]
    

              p(c,v)              K3

 

p(b,v)             K1


p(a,m)            K2a


                                                 p(c,m)         D [Z/c] = p(Z,m)


                                                               ■
Jak postupovat, abychom se nemuseli spoléhat na intuici, které instance speciálních axiomů zvolit? Hledáme unifikaci, t.j. substituci, která ztotožní 2 různé formule:

p(c,m)         p(Z,m)

[Z/c]


                                                               ■
Přirozené zobecnění zákl. rezoluce na klauzule s proměnnými pracuje s nejobecnější unifikací
ANO                     r(k), r(X)  q(X)    [X/k]                  r(Y),  r (X)  q(X)    [X/Y]

                                          q(k)                                                     q(Y)     

NE                        r(Y), r(X)  q(X)   [X/k]

      q(k) 

6.3.3 Nejobecnější unifikace

Substituce s se nazývá nejobecnější unifikace pro konečnou množinu výrazů {Ei}i, když 

(i) Ei [s] = Ej [s]   pro i,j  I
(ii) Pokud další substituce u má také vlastnost i), pak existuje substituce v taková, že 
Ej [u] = (Ej [s] ) [v] pro libovolné j  I.
Pokud dva výrazy je možné unifikovat, pak vždy existuje nejobecnější unifikace !!!

ALGORITMUS UNIFIKACE

· nalezne buď nejobecnější unifikaci, nebo odpoví, že unifikace není možná.

· představu o jeho práci dává následující tabulka (práce s jazykem obsahujícím predikáty p,r – první unární, druhý ternární; unární funkci f; binární funkce g, h  a konstantu a)

	Množina literálů M
	Nejobecnější unifikace s
	M [s]

	{p(X), p(a)}
	X|a
	{p(a)}

	{r(f(X),Y,g(Y,a)),

   r(f(X), Z,g(X,a))}
	Y|X, Z|X
	{r(f(X),X,g(X,a))

	{r(h(X,g(a,X)),g(a,Y)),

r(h(X,Z),Z)}
	Z|g(a,X), Y|X
	{r(h(X,g(a,X)),g(a,X))}

	{r(h(a,X),a),

  r(g(a,X),a)}
	neexistuje
	

	{r(h(a,X),X),

   r(Y,g(a,Y))}
	neexistuje
	


ALGORITMUS UNIFIKACE  pro množinu výrazů E

Definice: 

Nechť E je množina výrazů. Množina nesouhlasu (disagreement set) pro E vznikne takto:

· Všechny prvky E se současně prohlížejí zleva doprava po znacích až do té chvíle, kdy se začnou lišit. Tato pozice se nazývá pozice nesouhlasu.

· Z každého prvku E se vybere ten podterm, který začíná na pozici nesouhlasu – množinu všech takto získaných termů nazveme množinou nesouhlasu.

PROCEDURA unifikace(seznam_výrazů)

    mgu  ( [ ]

    UNTIL seznam_výrazů má právě 1 prvek REPEAT

          disagreement  ( množina nesouhlasu (seznam_výrazů)
          IF [ V,t  disagreement (V je proměnná & t je term & V nemá výskyt v t)]

          THEN RETURN  “FAILURE”
          ELSE mgu ( mgu o [V|t]

                     seznam_výrazů ( (seznam_výrazů)[t]
     ENDUNTIL

     RETURN mgu 
6.3.4 ROBINSONOVO REZOLUČNÍ PRAVIDLO

        Uvažujme dvě klauzule takové že nemají žádné společné proměnné. Nechť existují neprázdné klauzule  a klauzule takové, že:

· = a= 
· existuje nejobecnější unifikace s literálů z  a negací literálů z . 

Pak říkáme, že rodičovské klauzule  lze rezolvovat a klauzuli [s] [s]  nazýváme jejich  rezolventou.

Množina obecných klauzulí je sporná  je v ní odvoditelná prázdná klauzule  konečným počtem aplikací rezolučního pravidla!

6.3.5 Transformace obecné formule do tvaru klauzulí

Existuje obdoba normální formy výrokových formulí i v predikátové logice?

Formule A je v prenexní normální formě, jestliže má tvar   ◊1 x1 .. ◊n x n B, kde

(i) n 0  a pro i n je  ◊i buď   nebo 
(ii) x1, .., xn  jsou navzájem různé proměnné

(iii) B je otevřená formule (tj. taková, že z atomických formulí vznikla pouze použitím výrokových spojek)

Např. 
x y z (  x = 0 (  x * z = y)    
je v prenexní formě

          
x (x > 0 (  z (z * z = x))     
není v prenexní formě

Je možné se zbavit existenčních kvantifikátorů?Co vlasně znamenají?

Příklad:
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V tomto případě jsme schopni hodnotu k vypočítat:
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Odvozená (vypočtená) funkce f se nazývá Skolemova funkce pro danou formuli (musí to být nový symbol jazyka). Pokud tímto novým symbolem rozšíříme jazyk původní teorie, podaří se nám eliminovat uvažovaný existenční kvantifikátor.

Skolemův variant formule vznikne postupnou náhradou všech existenčně kvantifikovaných proměnných pomocí jejich Skolemových funkcí. Používá se pro úpravu speciálních axiomů uvažované teorie. 

Obdobně je definován i Herbrandův variant: nahrazuje funkcemi existenční kvantifikátory! Používá se pro úpravu dokazovaného tvrzení.

Vytvoření Skolemova variantu:

Nechť A je uzavřená formule jazyka L, která je v prenexním normálním tvaru. Skolemův variant ASk této formule získáme následujícím postupem:

(i) Pokud A neobsahuje žádný , pak ASk je A
(ii) Je-li A tvaru x1 .. xny B, pak zavedeme nový funkční symbol f(n-ární). A označíme A* formuli x1 .. xn  B [y/f(x1, .., xn)]. 
(iii) ASk = (A*)Sk
ROZŠÍŘENÍ TEORIE O FUNKČNÍ SYMBOLY nemá zásadní vliv na to, co lze v uvažované teorii dokázat, t.j. jedná se o konzervativní rozšíření:  

Teorie T´, jejíž všechny speciální axiomy jsou Skolemovými varianty speciálních axiomů teorie T, je konzervativním rozšířením T, tj. je-li 
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 a naopak ! Čili

Je-li T´sporná, pak je sporná i T a naopak. 

Můžeme se tedy soustředit na práci se Skolemovými varianty teorií. Ty lze lehce (metodami výrokové logiky) převést do tvaru klauzulí.

Příklad převodu do prenexní formy:
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Otevřené jádro lze převést do & nebo  normální formy metodami výrokové logiky.

POSTUP PŘEVODU DO PRENEXNÍ NORMÁLNÍ FORMY

1. Vyloučení zbytečných kvantifikátorů – vynecháme všechny kvantifikátory x resp. x v podformulích tvaru x B nebo x B, pokud se proměnná x nevyskytuje volně v B.

2. Přejmenování proměnných – vyhledáme podformuli tvaru Qx A nejvíc vlevo takovou, že proměnná x se volně vyskytuje v A. Pokud x má ještě další výskyt ve výchozí formuli, nahradíme podformuli Qx A její variantou Qx’ A’, kde x’ je proměnná různá od všech proměnných vyskytujících se v převáděné formuli. Tento proces opakujeme do té doby, až všechny kvantifikátory mají různé proměnné a žádná proměnná není v získané formuli současně volná i vázaná (formule s čistými proměnnými).

3. Eliminace spojky  – provede se podle následujícího schématu:

                                                         A B  …  (A B) & (B A)      

4. Přesun negace dovnitř  - provádíme postupně náhrady podformulí podle schémat

 (xA) … xA,

 (xA) … xA,

 (AB) … A&B,

 (AB) … A&B,

 (A&B) … AB,

 (A) … A
tak dlouho, až  se spojka negace vyskytuje nejvýše bezprostředně před atomickými formulemi.

5. Přesun kvantifikátorů doleva – pro B, ve které se nevyskytuje proměnná x, provádíme náhrady podle schémat

(Qx A)B … Qx (AB),

(Qx A)&B … Qx (A&B),

(Qx A)B … Q‘x (AB),

B (Qx A) … Qx (BA),


      kde Q‘ je kvantifikátor opačný než Q.

Každou formuli predikátové logiky lze převést do tvaru „konjunkce klauzulí“:

1. Převod do prenexní normální formy

2. Odstranění existenčních kvantifikátorů (použitím nových funkčních symbolů – Skolemovy funkce)

Rezoluční procedura (1965) pracující s formulemi speciálního tvaru (s klauzulemi) je úplná pro důkaz sporu, t.j. pokud důkaz sporu existuje rezoluční procedura jej nalezne (délku výpočtu ovšem opět nedovedeme předem odhadnout).

Programová realizace, např. systém OTTER (Organized Techniques for Theorem-proving and Effective Research), Argonne National Laboratory [Wos 92], [McCune 94] 

6.4 OTTER

Viz samostatná kapitola

6.5 Churchova věta o nerozhodnutelnosti

Pro teorii T, která obsahuje prostředky pro práci s <N,+>, neexistuje rozhodovací procedura, tj. algoritmus, který pro libovolnou formuli  vydá odpověď, zda 
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 nebo nikoliv.

Pozn.: Výše uvedená úloha je částečně rozhodnutelná (semidecidable), tj. existuje algoritmus, který se zastaví pro každou dokazatelnou formuli . Pro ostatní může pracovat věčně!

Obecně nelze získat nic lepšího, ale z praktického hlediska nás mohou zajímat algoritmy, které se zastaví pro skoro všechny vstupy.

Jak zajistit nalezení důkazu v konečném čase?

· Hledání dalších heuristik

· Strukturování znalostí

Vyjadřovací omezení predikátové logiky 1. řádu:

· kvalitativní údaje:            


dnes je strašně ošklivo

· neurčitost:               


blonďáci často mají modré oči   

· default r. (nemonotónní uvažování):   
všichni dospělí umí číst (pokud se nepřesvědčíte o opaku)
· subjektivní uvažování (belief):        
všichni myslí, že o velikonocích bude pršet, ale já jsem přesvědčena, že ne
Pokusy řešit tato omezení  –  různá rozšíření predikátové logiky:

· Nemonotónnost uvažování, např v  PROLOGu definice not (pomocí „konečného nezdaru“)

· Fuzzy logika
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