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Abstract

This bachelor thesis deals with a portion of a MOSFET parameter extraction algorithm that
is responsible for solution of a set of linear equations in the multiple-modulus arithmetic
of the residual number system. The arithmetic is especially appropriate for parallel computing
hence it transforms solution of a set of linear equations onto solutions of multiple independent
sets of linear congruencies. The algorithm of the solver is optimized for multiple processor
cores at a thread level. The run and scalability of the algorithm is tested in Cesnet z. s. p. o's
MetaCentrum NGI environment.

Abstrakt

Tato bakalá°ská práce se zabývá £ástí algoritmu extrakce parametr· pro tranzistor MOSFET,
která je odpov¥dná za °e²ení soustav lineárních rovnic, a která pouºívá mnohamodulovou
aritmetiku kód· zbytkových t°íd. Tato aritmetika je zvlá²´ vhodná pro paralelní výpo£ty,
protoºe p°evádí °e²ení jedné soustavy lineárních rovnic na °e²ení mnoha nezávislých soustav
lineárních kongruencí. Algoritmus °e²i£e je prací optimalizován pro b¥h na vícejádrových pro-
cesorech na úrovni vláken. B¥h a ²kálovatelnost algoritmu je testován v prost°edí MetaCentra
NGI spole£nosti Cesnet z. s. p. o.
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Kapitola 1

Úvod

Extrakce parametr· je proces, p°i kterém získáváme hodnoty parametr· matematického mo-
delu p°edstavujícího popis n¥jaké fyzikální reality z mnoºiny nam¥°ených dat. Matematický
model m·ºeme chápat jako funkci mnoha prom¥nných. N¥které prom¥nné odpovídají p°ímo
nam¥°eným dat·m, jiné prom¥nné fyzikálním konstantám, n¥které prom¥nné neznáme anebo
nejsme schopni zm¥°it. �ást prom¥nných matematického modelu ozna£ujeme jako tzv. pa-
rametry a cílem procesu extrakce parametr· je tyto parametry nalézt tak, aby rozdíly mezi
nam¥°enými daty a daty predikovanými z matematického modelu byly pokud moºno mini-
mální. Rovnost mezi nam¥°enými daty a daty z matematického modelu m·ºeme poºadovat
jen z°ídkakdy, protoºe nam¥°ená data jsou v naprosté v¥t²in¥ zatíºena chybami.

Proces extrakce parametr· je optimaliza£ní úloha, která hledá hodnoty parametr· ma-
tematického modelu tak, aby rozdíly mezi nam¥°enými data a daty predikovanými z mate-
matického modelu byly minimální. K °e²ení této minimaliza£ní úlohy lze pouºít nap°íklad
metodu nejmen²ích £tverc· anebo metodu maximální v¥rohodnosti. Konkretní algoritmus
extrakce parametr·, na kterém staví i tato bakalá°ská práce, je popsán v [9, 5]. Metoda ex-
trakce parametr· popsaná v t¥chto pracech vychází z metody maximální v¥rohodnosti, která
vyºaduje °e²ení soustavy nelineárních rovnic (SNR) k maximalizaci v¥rohodnostní funkce.
Tato SNR je linearizována, £ímº vzniká poºadavek na °e²ení soustavy lineárních rovnic (SLR).

Vzhledem k tomu, ºe zaokrouhlovací chyby mohou mít zna£ný vliv na °e²ení SLR, po-
uºívají citované práce k °e²ení SLR mnoha modulární aritmetiku kód· zbytkových t°íd.
Implementace procesu extrakce paremetr· [9] provádí °e²ení SLR zvlá²tním modulem, jehoº
optimalizace pro b¥h ve vícejádrovém prost°edí je p°edm¥tem této bakalá°ské práce.

Testování algoritmu °e²i£e se bude provád¥t v prost°edí MetaCentra NGI [7] spole£nosti
Cesnet z. s. p. o. [1]. MetaCentrum se stará o provoz a uspo°ádání výpo£etní infrastruktury
a datových úloºi²´ výkonné výpo£etní techniky rozmíst¥nné po n¥kterých £eských akademic-
kých institucích. MetaCentrum pomáhá jakémukoli samostatnému akademickému pracovi²ti
v �eské republice efektivn¥ vyuºít dostupné výpo£etní techniky pro °e²ení náro£ných výpo-
£t·, jejichº uskute£n¥ní je nad moºnosti pracovi²t¥.

Práce je d¥lena do 5 kapitol, které mají následující strukturu.

Úvod : Popisuje problematiku extrakce parametr· matematických model·. Klí£ové je
p°i extrakci parametr· °e²ení soustav rovnic.
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2 KAPITOLA 1. ÚVOD

�e²ení soustav lineárních rovnic v aritmetice kód· zbytkových t°íd : Kapitola popisuje
°e²ení soustav lineárních rovnic v aritmetice kód· zbytkových t°íd.

Optimalizace algoritmu °e²ení soustav lineárních rovnic v aritmetice kód· zbytkových t°íd
pro vícejádrové procesory : Zde se popisují algoritmy pro °e²ení soustavy lineárních rovnic
v aritmetice kód· zbytkových t°íd upravené pro b¥h ve více vláknech.

Implementace a testování: Kapitola obsahuje popis, jak byl algoritmus implementován
a ºe byl °e²i£ testován i na vícejádrových strojích v prost°edí MetaCentra NGI spole£nosti
Cesnet z. s. p. o.

Záv¥r : Obsahuje shrnutí této bakalá°ské práce. Jak se povedlo implementovat funk£ní
°e²i£ soustav lineárních rovnic v aritmetice kód· zbytkových t°íd a jakých výsledk· jsme
dosáhli.



Kapitola 2

�e²ení soustav lineárních rovnic
v aritmetice kód· zbytkových t°íd

2.1 Úvod

V následující £ásti práce se budeme zabývat °e²ením soustavy:

A∆p = b, (2.1)

kde A ∈ RP×P je maticí soustavy P rovnic o P neznámých pocházející z algoritmu extrakce
parametr·, b ∈ RP je vektor pravých stran soustavy a ∆p ∈ RP je hledané °e²ení SLR, které
p°edstavuje zm¥nu hodnot parametr· pro následující itera£ní krok extrak£ního algoritmu.
Existující implementace modulu °e²ení SLR je popsána v [9]. Soustava (2.1) je °e²ena v arit-
metiku kód· zbytkových t°íd. Tato aritmetika poskytuje výborné p°edpoklady pro paralelní
po£ítání, protoºe °e²ení soustav lineárních rovnic rozd¥lí na °e²ení tolik na sob¥ nezávislých
soustav lineárních kongruencí (SLC), kolik pouºijeme modul·. Vzhledem k tomu, ºe SLC
jsou na sob¥ nezávislé, probíhá jejich °e²ení paraleln¥.

Jako W budeme ozna£ovat roz²í°enou matici soustavy A, kterou de�nujeme jako:

W =

 a1, 1 · · · a1, P b1
...

. . .
...

...
aP, 1 · · · aP, P bP

 . (2.2)

Operaci b ≡ a (mod m) budeme zapisovat jako a = |b|m, kde jednotlivé moduly budeme
ozna£ovat jako m1, m2, . . . , mQ, kde Q ozna£uje po£et r·zných prvo£íselných modul·.
Vícemodulární aritmetika kód· zbytkových t°íd je ekvivalentní jednomodulární aritmetice

kód· zbytkových t°íd s modulem M =
Q∏

q=1
mq.

3



4KAPITOLA 2. �E�ENÍ SOUSTAV LINEÁRNÍCH ROVNIC V ARITMETICE KÓD� ZBYTKOVÝCH T�ÍD

2.2 �e²ení soustav lineárních rovnic v aritmetice kód· zbyt-
kových t°íd

Algoritmus °e²ení SLR vyuºívá aritmetiku kód· zbytkových t°íd (RNS) s mnoha moduly,
rad¥ji neº aritmetiku kód· zbytkových t°íd s jedním velkým modulem. Jako moduly jsou po-
uºívána 15bitová £ísla, jejichº násobek se bez problém· vejde do 32bitového registru. �e²ení
SLR v RNS probíhá ve 4 hlavních po£etních £ástech, kterými jsou ²kálovací transformace,
dop°edná transformace, °e²ení soustav lineárních kongruencí a zp¥tná transformace.

2.2.1 �kálování matice

�kálování matice je nezbytná etapa p°i °e²ení SLR z toho d·vodu, ºe upravuje matici soustavy
tak, aby byly hodnoty v matici p°ipraveny pro aplikace operací modulo. Algoritmus ²kálování
matice je popsán nap°íklad v [3] a není p°edm¥tem bakalá°ské práce.

2.2.2 Dop°edná transformace

Ú£elem dop°edné transformace je p°evedení roz²í°ené matice soustavy do zbytkových repre-
zentací. To se provede aplikací operace modulo na matici W, kde jako modul pouºijeme
postupn¥ m1, . . . , mQ, £ímº vznikne Q roz²í°ených matic soustavy, které ozna£íme jako
W(k) = |W|mk

, pro k = 1 . . . Q. Dop°ednou transformaci popí²eme následujícím algoritmem
[9]:

Algoritmus 1 Dop°edná transformace
1: for k = 1 to Q do
2: for i = 1 to P do
3: for j = 1 to P + 1 do
4: w

(k)
i, j = |wi, j |mk

5: end for
6: end for
7: end for

2.2.3 �e²ení soustav lineárních kongruencí

Výsledkem p°edchozího kroku bylo Q nezávislých soustav lineárních kongruencí (SLC), které
je t°eba vy°e²it. Soustavy lze vy°e²it pomocí Gauss-Jordanovy eliminace s modulární pi-
votizací [9]. �e²ení probíhá v mnoºinách Zmq Pivotizace je v algoritmu ºivotn¥ d·leºitá

procedura, která kontroluje, zda je prvek w
(k)
i, i invertibilní v daném modulu mk a pokud

není, tj. pokud |w(k)
i, i |mk

= 0, je nutné v matici provést vým¥nu °ádku i s n¥kterým z °ádk·

i + 1, i + 2, . . . , P tak, aby po vým¥n¥ platilo w
(k)
i, i 6= 0 a zm¥nit znaménko determinantu

matice. Pokud bychom pivotizaci nepouºívali, je reálnou hrozbou, ºe °e²ení SLC by skon£ilo
kv·li nemoºnosti vypo£íst multiplikativní inverzi v modulu mk. V p°ípad¥, ºe p°i pivotizaci
nenalezne v itém sloupci ºádnou nenulovou hodnotu, musíme SLC prohlásit za singulární
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a °e²ení ukon£it. SLC, které se p°i °e²ení ukázaly jako singulární, jsou z dal²ího °e²ení vy°a-
zeny, odpovídající mk jsou vy°azeny a Q je poníºeno o po£et singulárních soustav. Extrakce
parametr· [9] pouºívá následující algoritmus pro °e²ení SLC, který sou£asn¥ s °e²ením po£ítá
hodnotu determinantu soustavy:

Algoritmus 2 �e²ení soustav lineárních kongruencí
1: for k = 1 to Q do
2: detk = 1
3: for i = 1 to P do
4: if w

(k)
i, i = 0 then

5: for j = i + 1 to P do
6: if w

(k)
j, i 6= 0 then

7: for n = i to P + 1 do
8: swap(w(k)

i, n, w
(k)
j, n)

9: end for
10: detk = | − detk|mk

11: Go to Pokracuj
12: end if
13: end for
14: Error("Pivot nenalezen, soustava je singulární.")
15: end if
16: Pokracuj :
17: detk = |detk · w

(k)
i, i |mk

18: u = |(w(k)
i, i )−1|mk

19: for n = i to P + 1 do
20: w

(k)
i, n = |w(k)

i, n · u|mk

21: end for
22: for j = 1 to P , where j 6= i do
23: u = w

(k)
j, i

24: for n = i to P + 1 do
25: w

(k)
j, n = |w(k)

j,n − w
(k)
i, n · u|mk

26: end for
27: end for
28: end for
29: end for

2. Inicializace hodnoty determinantu aktuáln¥ °e²ené soustavy lineárních kongruencí.

4. Kontrola invertibilnosti prvku wi, i.

5-10. V p°ípad¥ wi, i = 0 prohození °ádk· matice tak, aby wi, i 6= 0, a u hodnoty determinantu
se zm¥ní znaménko.

18. Výpo£et inverzní hodnoty prvku wi, i v modulu mk.

19-21. Vynásobení itéto °ádku matice inverzní hodnotou prvku wi, i.
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22-27. Standardní operace Gaussovy eliminace, ode£tení násobku itého °ádku matice od jtého
tak, aby wj, i = 0.

2.2.4 Zp¥tný p°evod

P°edchozí krok nám poskytl maximáln¥ Q1 °e²ení SLC, která je t°eba nyní p°evést z jejich
zbytkové reprezentace zp¥t do mnoºiny racionálních £ísel, a to provádí algoritmus zp¥tné
transformace (zp¥tného p°evodu). P°evod zbytkové reprezentace do celých £ísel lze ud¥lat
za pomoci zp¥tného chodu �ínské v¥ty o zbytcích, nebo za pomoci Garnerova algoritmu,
n¥kdy téº ozna£ovaného jako Mixed Radix Conversion (MRC) [4]. Algoritmus extrakce pa-
rametr· up°ednost¬uje Garner·v algoritmus, protoºe b¥hem chodu algoritmu se neobjevují,
narozdíl od �ínské v¥ty o zbytcích, obrovská £ísla, která by se neve²la do registru po£íta£e.

Algoritmus 3 Zp¥tný p°evod
1: for i = 1 to Q do

2: deni = deti
3: end for

4: for i = 2 to Q do

5: for j = i to Q do

6: denj = (denj − deni−1) mod mj

7: denj = (denj · |m−1
i−1|mj ) mod mj

8: end for

9: end for

10: DEN =

Q∑
i=1

(deni−1

i−1∏
j=1

mj)

11: if DEN > bM/2c then
12: DEN = DEN −M
13: end if

14: for k = 1 to P do

15: for i = 1 to Q do

16: numi = deti · xmi, k

17: end for

18: for i = 2 to Q do

19: for j = i to Q do

20: numj = (numj − numi−1) mod mj

21: numj = (numj · |m−1
i−1|mj ) mod mj

22: end for

23: end for

24: NUM =

Q∑
n=1

(numn−1

n−1∏
o=1

mo)

25: if NUM > bM/2c then
26: NUM = NUM −M
27: end if

28: xk =
NUM

DEN
29: end for

1-3. Inicializace prom¥nné deni na hodnotu determinantu soustavy lineárních kongruencí
°e²ené v itém modulu.

1Q mohlo být v p°edchozím kroku být poníºeno, pokud n¥která ze SLC byla singulární.
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4-9. Garner·v algoritmus pro výpo£et determinantu soustavy lineárních rovnic.

10. Výpo£et hodnoty jmenovatele výsledku DEN , která p°edstavuje hodnotu determi-
nantu soustavy lineárních rovnic °e²ené v aritmetice kód· zbytkových t°íd.

11-13. Korekce znaménka výsledku.

14-29. P°evod výsledk· soustav lineárních kongruencí ve zbytkové reprezentaci do racionálních
£ísel.

15-17. Inicializace prom¥nné numi na hodnotu sou£inu determinantu a kté hodnoty vektoru
x ze soustavy lineárních kongruencí °e²ené v modulu mi.

18-23. Garner·v algoritmus pro výpo£et xk.

24. Hodnotu £initele výsledku lze vypo£ítat pomocí Hornerova schématu.

25-27. Korekce znaménka.

28. Výpo£et xk, které p°edstavuje £ást hledaného °e²ení.

2.3 P°íklad na °e²ení soustavy lineárních rovnic v aritmetice
kód· zbytkových t°íd

Vzhledem k tomu, ºe aritmetika kód· zbytkových t°íd není b¥ºnou aritmetikou pouºívanou
pro °e²ení SLR, povaºujeme za d·leºité ukázat, jak °e²ení SLR probíhá na p°íkladu. P°íklad
ukáºeme na °e²ení soustavy ve tvaru Ax = b se t°emi prvo£íselnými moduly m1 = 103,
m2 = 109 a m3 = 113. V p°íkladu bude °e²en p°íklad zadán následujícími maticemi:

A =

 3 6 3
1 2 115

2
4 10 10

 , b =


1
2
3
2

1

 . (2.3)

Nejd°íve vytvo°íme roz²í°enou matici soustavy W:

W =

 3 6 3 1
2

1 2 115
2

3
2

4 10 10 1

 . (2.4)

2.3.1 �kálování matice

Matice W obsahuje desetinná £ísla, na které by nebylo moºné aplikovat operaci modulo,
a proto je operace ²kálování matice nutná. Nejjednodu²²ím zp·sobem ²kálování je vynásobit
v²echny prvky wi, j hodnotou 2, £ímº získáme matici W

′
:

W
′

=

 6 12 6 1
2 4 115 3
8 20 20 2

 . (2.5)



8KAPITOLA 2. �E�ENÍ SOUSTAV LINEÁRNÍCH ROVNIC V ARITMETICE KÓD� ZBYTKOVÝCH T�ÍD

2.3.2 Dop°edná transformace

V tomto kroku vezmeme matici W
′
a z ní vytvo°íme odvozené matice, které postupn¥

vytvo°íme aplikací operace modulo na v²echny prvky W
′
pro v²echny vstupní moduly,

získáme tedy tolik matic, kolik máme modul·. V na²em p°ípad¥ 3 matice, a to matici
W(103) = |W′ |103, matici W(109) = |W′ |109 a matici W(113) = |W′ |113.

W
(103)=

(
6 12 6 1
2 4 12 3
8 20 20 2

)
,W(109)=

(
6 12 6 1
2 4 6 3
8 20 20 2

)
,W(113)=

(
6 12 6 1
2 4 2 3
8 20 20 2

)
. (2.6)

2.3.3 �e²ení soustav lineárních kongruencí

�e²ení soustavy lineárních kongruencí W(103)

 6 12 6 1
2 4 12 3
8 20 20 2


103

·(|6−1|103 = 86)
=

 1 2 1 86
2 4 12 3
8 20 20 2


103

= (2.7)

=

 1 2 1 86
0 0 10 37
8 20 20 2


103

=

 1 2 1 86
0 0 10 37
0 4 12 35


103

= (2.8)

V (2.8) v matici W(103) vidíme, ºe na pozici (2, 2) je nulová hodnota, coº by normáln¥ zna-
menalo problém p°i eliminaci, jelikoº neumíme spo£ítat |0−1|103. Proto se pouºívá pivotizace,
která vyhledá nejbliº²í dal²í °ádek i, kde na pozici (i, 2) je hodnota nenulová, a °ádky poté
prohodí. V na²em p°ípad¥ se prohodí druhý °ádek se t°etím. Musíme pak také po£ítat s tím,
ºe touto operací se zm¥ní znaménko determinantu.

=

 1 2 1 86

0 4 12 35

0 0 10 37


103

·(|4−1|103 = 26)
·(|10−1|103 = 31)

=

 1 2 1 86
0 1 3 86
0 0 1 14


103

= (2.9)

=

 1 2 1 86
0 1 0 44
0 0 1 14


103

=

 1 2 0 72
0 1 0 44
0 0 1 14


103

=

 1 0 0 87
0 1 0 44
0 0 1 14


103

. (2.10)

x(103) =

 87
44
14

 , det W(103) =
∣∣∣ 6 · 4 · 10 · (−1)

∣∣∣
103

= 69.
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�e²ení soustavy lineárních kongruencí W(109)

 6 12 6 1
2 4 6 3
8 20 20 2


109

·(|6−1|109 = 91)
=

 1 2 1 91
2 4 6 3
8 20 20 2


109

= (2.11)

=

 1 2 1 91
0 0 4 39
8 20 20 2


109

=

 1 2 1 91
0 0 4 39
0 4 12 37


109

= (2.12)

V (2.12) v matici W(109) vidíme, ºe na pozici (2, 2) je nulová hodnota, coº by normáln¥
znamenalo problém p°i eliminaci, jelikoº neumíme spo£ítat |0−1|109. Proto se pouºívá pivoti-
zace, která vyhledá nejbliº²í dal²í °ádek i, kde na pozici (i, 2) je hodnota nenulová, a °ádky
poté prohodí. V na²em p°ípad¥ se prohodí druhý °ádek se t°etím. Musíme pak také po£ítat
s tím, ºe touto operací se zm¥ní znaménko determinantu.

=

 1 2 1 91

0 4 12 37

0 0 4 39


109

·(|4−1|109 = 82)
·(|4−1|109 = 82)

==

 1 2 1 91
0 1 3 91
0 0 1 37


109

(2.13)

=

 1 2 1 91
0 1 0 89
0 0 1 37


109

=

 1 2 0 54
0 1 0 89
0 0 1 37


109

=

 1 0 0 94
0 1 0 89
0 0 1 37


109

. (2.14)

x(109) =

 94
89
37

 , det W(109) =
∣∣∣ 6 · 4 · 4 · (−1)

∣∣∣
109

= 13.

�e²ení soustavy lineárních kongruencí W(113)

Uº v bod¥ (2.6) jsme si mohli v²imnout, ºe první °ádek matice W(113) je po transformaci
z celých £ísel do zbytkové reprezentace 3násobkem druhého °ádku aº na sloupec pravých
stran. Toto by mohlo znamenat, ºe °ádky jsou lineárn¥ závislé, tudíº jeden z t¥chto dvou
°ádk· p°i úpravách Gaussovou eliminací by mohl být nulový.

 6 12 6 1
2 4 2 3
8 20 20 2


113

(·|6−1|113 = 19)
=

 1 2 1 19
2 4 2 3
8 20 20 2


113

= (2.15)

=

 1 2 1 19
0 0 0 78
8 20 20 2


113

→ nelze pokra£ovat. (2.16)

V bod¥ (2.16) vidíme, ºe druhý °ádek aº na sloupec pravých stran je nulový, potvrdil
se p°edpoklad, matice je tak singulární, její determinant je nulový. Soustava má nekone£n¥
mnoho °e²ení. Proto se musí vy°adit z dal²ího °e²ení soustavy linernách rovnic spolu s p°í-
slu²ným modulem 113.
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2.3.4 Zp¥tný p°evod

Nyní p°evedeme výsledky v²ech soustav, které m¥ly °e²ení, a která jsou ve zbytkové repre-
zentaci, do mnoºiny racionálních £ísel. Nejd°íve se zbytková reprezentace p°evede do celých
£ísel, a potom se celá £ísla jednoduchou operací p°evedou na racionální £ísla. Je²t¥ pot°ebu-
jeme znát hodnotu M , sou£in v²ech modul·, a hodnotu bM/2c.
M = 103 · 109 = 11227, bM/2c se pak rovná 5613.

P°evedení determinantu ve zbytkové reprezentaci do jedné celo£íselné hodnoty
Pro p°evedení determinantu na celo£íselnou hodnotu pouºijeme Garner·v algoritmus:

m1 = 103 m2 = 109

z1 = 69 z2 = 13

− −69 −69

0 53

· |103−1|109 = 18

82

(2.17)

det A = 69 + 103 · 82 = 8515.
Protoºe je 8515 > bM/2c, musíme od výsledku ode£íst M .
Potom det A = 8515− 11227 = −2712.

Výpo£et x1

Pro výpo£et x
′
1 pouºijeme Garner·v algoritmus:

m1 = 103 m2 = 109

z1 = |87 · 69|103 = 29 z2 = |13 · 94|109 = 23

− −29 −29

0 103

· |103−1|109 = 18

1

(2.18)

x
′
1 = 29 + 103 · 1 = 132.

x1 =
x
′
1

detA
= − 132

2712
= − 11

226
.
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Výpo£et x2

m1 = 103 m2 = 109

z1 = |44 · 69|103 = 49 z2 = |89 · 13|109 = 67

− −49 −49

0 18

· |103−1|109 = 18

106

(2.19)

x
′
2 = 49 + 103 · 106 = 10967.

Protoºe je 10967 > bM/2c, musíme od výsledku ode£íst M .
Potom x

′
2 = 10967− 11227 = −260.

x2 =
x
′
2

detA
=
−260

−2712
=

65

678
.

Výpo£et x3

m1 = 103 m2 = 109

z1 = |14 · 69|103 = 39 z2 = |37 · 13|109 = 45

− −39 −39

0 6

· |103−1|109 = 18

108

(2.20)

x
′
3 = 39 + 103 · 108 = 11163.

Protoºe je 11163 > bM/2c, musíme od výsledku ode£íst M .
Potom x

′
3 = 11163− 11227 = −64.

x3 =
x
′
3

detA
=
−64

−2712
=

8

339
.

Výsledek
Po slou£ení °e²ení z p°ede²lých krok· získáváme:

x =


− 11

226

65

678

8

339

 . (2.21)
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Kapitola 3

Optimalizace algoritmu °e²ení soustav
lineárních rovnic v aritmetice kód·
zbytkových t°íd pro vícejádrové
procesory

V p°edchozí kapitole jsme popsali, jak vypadá obecný algoritmus °e²ení soustav lineárních
rovnic v aritmetice kód· zbytkových t°íd. Nyní se budeme zabývat optimalizací tohoto al-
goritmu pro vícejádrové procesory.

3.1 Dop°edná transformace

V algoritmu dop°edné transformace probíhají t°i vno°ené for cykly a jediná operace, která
probíhá uvnit°, je nezávislá na jiných datech, proto tento algoritmus pro b¥h ve více vláknech
rozd¥líme podle vn¥j²ího z for cykl· jdoucího po jednotlivých modulech.

Algoritmus obsahuje prom¥nné Qpoc a Qkon, kde první z nich udává index po£áte£ního
modulu, tj. modulu od kterého za£ne vlákno po£ítat, a druhá udává index koncového modulu,
na kterém se po£ítání vlákna zastaví. Po£et modul· pro kaºdé vlákno je rozd¥len pokud
moºno stejným dílem, jelikoº se zde pro kaºdý modul po£ítá stejný po£et operací.

Algoritmus 4 Dop°edná transformace navrºená pro b¥h ve více vláknech
1: for k = Qpoc to Qkon do
2: for i = 1 to P do
3: for j = 1 to P + 1 do
4: w

(k)
i,j = |wi,j |mk

5: end for
6: end for
7: end for

13
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3.2 �e²ení soustav lineárních kongruencí

Algoritmus vlastního °e²ení jednotlivých soustav lineárních kongruencí se dá rozd¥lit mezi vlá-
kna podobn¥ jako v p°ípad¥ algoritmu 4, d¥lení podle modul· [9], °e²ení jednotlivých soustav
lineárních kongruencí tak probíhá jako celek, jedno vlákno °e²í tolik soustav, kolik má p°i-
d¥leno modul·.

Op¥t jsou zde pouºívány jako v p°ípad¥ algoritmu 4 prom¥nné Qpoc a Qkon, které ozna£ují
index po£áte£ního a koncového modulu a není zde problém se synchronizací. Jako v p°ípad¥
transformace celých £ísel do zbytkové reprezentace se zde po£et modul· na po£etní vlákno
p°id¥luje rovnom¥rn¥.

Algoritmus 5 �e²ení soustav lineárních kongruencí navrºené pro b¥h ve více vláknech
1: for k = Qpoc to Qkon do
2: detk = 1
3: for i = 1 to P do
4: if w

(k)
i, i = 0 then

5: for j = i + 1 to P do
6: if w

(k)
j, i 6= 0 then

7: for n = i to P + 1 do
8: swap(w(k)

i, n, w
(k)
j, n)

9: end for
10: detk = | − detk|mk

11: Go to Pokracuj
12: end if
13: end for
14: Error("Pivot nenalezen, soustava je singulární.")
15: end if
16: Pokracuj :
17: detk = |detk · w

(k)
i, i |mk

18: u = |(w(k)
i, i )−1|mk

19: for n = i to P + 1 do
20: w

(k)
i, n = |w(k)

i, n · u|mk

21: end for
22: for j = 1 to P , where j 6= i do
23: u = w

(k)
j, i

24: for n = i to P + 1 do
25: w

(k)
j, n = |w(k)

j,n − w
(k)
i, n · u|mk

26: end for
27: end for
28: end for
29: end for

Kaºdé vlákno °e²í Qkon − Qpoc + 1 soustav lineárních kongruencí. Pro dal²í popis viz
algoritmus 2.
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3.3 Zp¥tný p°evod

V této sekci uvedeme dva r·zné p°ístupy pro optimalizaci zp¥tného p°evodu pro vícejádrové
procesory. Prvním p°ístupem je p°ístup pouºitý v extrak£ním algoritmu [9] a druhým je ná²
vlastní p°ístup, který se snaºí o rovnom¥rné zatíºení výpo£etních vláken.

3.3.1 První verze zp¥tného p°evodu

První verze zp¥tného p°evodu d¥lí práci mezi vlákna po °ádcích matice. Rozd¥lování index·
°ádk· matice mezi vlákna probíhá rovnom¥rn¥.

P°i implementaci se neobjevil ºádný problém a vlákna se nemusela nijak synchronizovat.
Algoritmus obsahuje prom¥nné Ppoc a Pkon ozna£ující indexy po£áte£ního a koncového °ádku.

Algoritmus 6 První verze zp¥tného p°evodu
1: for i = 1 to Q do

2: deni = deti
3: end for

4: for i = 2 to Q do

5: for j = i to Q do

6: denj = (denj − deni−1) mod mj

7: denj = (denj · |m−1
i−1|mj ) mod mj

8: end for

9: end for

10: DEN =

Q∑
i=1

(deni−1

i−1∏
j=1

mj)

11: if DEN > bM/2c then
12: DEN = DEN −M
13: end if

14: for k = Ppoc to Pkon do

15: for i = 1 to Q do

16: numi = deti · xmi, k

17: end for

18: for i = 2 to Q do

19: for j = i to Q do

20: numj = (numj − numi−1) mod mj

21: numj = (numj · |m−1
i−1|mj ) mod mj

22: end for

23: end for

24: NUM =

Q∑
n=1

(numn−1

n−1∏
o=1

mo)

25: if NUM > bM/2c then
26: NUM = NUM −M
27: end if

28: xk =
NUM

DEN
29: end for

Práce se mezi vlákna d¥lí aº od °ádku 14, kaºdé vlákno pak po£ítá p°evod pro Pkon − Ppoc + 1
hodnot x. Pro dal²í popis viz popis algoritmu 3.

První verze zp¥tného p°evodu, která pouºívá rozd¥lení mezi vlákna po °ádcích matice,
se po naprogramování a pozd¥ji p°i jednoduchém testování v MetaCentru ukázala jako nee-
fektivní, coº dokazuje následujídí obrázek s grafem závislosti rychlosti b¥hu na po£tu jader.
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Obrázek 3.1: Ukazuje rychlost b¥hu výpo£tu první verze zp¥tného p°evodu v závislost na po-
£tu jader procesoru.

Vy²²í nep°esnosti v grafu 3.1 jsou zp·sobeny pr·m¥rnými hodnotami po£ítanými z men-
²ího po£tu opakování a velkou zát¥ºí po£íta£· MetaCentra. Soustava je p°íli² malá na to,
aby byl algoritmus efektivní a na²e me°ení byla p°esn¥j²í.

D¥lení práce mezi vlákna podle po£tu °ádk· sice bylo implementa£n¥ snaº²í, bohuºel
ve výsledku jsme nezískali s nar·stajícím po£tem jader niº²í £asy b¥hu. Je to zp·sobeno
za prvé tím, ºe p°i v¥t²ím po£tu jader n¥která vlákna po£ítají velice malý aº ºádný problém,
kup°íkladu lze tento problém vid¥t p°i d¥lení výpo£tu pro 13°ádkovou matici za pouºití 16
jader, a za druhé tím, ºe v·bec ned¥líme £asov¥ náro£n¥j²í výpo£et Garnerova algoritmu.

3.3.2 Druhá verze zp¥tného p°evodu

Druhá verze obsahuje prom¥nné Qpoc a Qkon ozna£ující indexy po£áte£ního a koncového
modulu. Ve druhé verzi, jelikoº d¥líme p°ímo Garner·v algoritmus, dochází se vzr·stajícím
indexem modulu vnit°ního for cyklu ke zvy²ování celkového po£tu operací. Tudíº p°i rov-
nom¥rném d¥lení index· modul· mezi vlákna by docházelo k tomu, ºe vlákna po£ítající
p°evod pro po£áte£ní indexy modul· by m¥la práci hotovou daleko rychleji, zatímco vlákna
po£ítající pozd¥j²í moduly by m¥la více práce a del²í b¥h.

Proto musíme rozd¥lit Garner·v algoritmus na n¥kolik £ástí tak, ºe se v kaºdé bude
po£ítat stejný po£et operací. Po£et operací v celém Garnerov¥ algoritmu pro Q modul·

je [9]: f(Q) =
5

2
(Q2 −Q). Nyní je t°eba po£et operací celého algoritmu rozd¥lit na N £ástí

tak, abychom v kaºdé £ásti provedli p°ibliºn¥ stejn¥ operací. Interval modul·, který m·ºeme
reprezentovat indexy modul· 1 . . . Q rozd¥líme takto:

〈1, Q〉 = 〈1, I1 ) ∪ 〈I1, I2 ) ∪ · · · ∪ 〈IN−1, Q〉 , (3.1)

kde I1, . . . , IN−1 jsou neznámé indexy modul·. Z p°íklad· na stran¥ 10 a 11 je vidno, ºe ope-
race Garnerova algoritmu tvo°í pomyslný trojúhelník, který je zobrazen na obrázku:
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0 Q

s3

I1

s1

I2

s2

Obrázek 3.2: D¥lení operací Garnerova algoritmu pro N = 3 procesory.

Aby bylo mnoºství práce d¥lené mezi procesory rovnom¥rné, musí být mnoºství operací
v oblastech s1, s2 a s3 p°ibliºn¥ stejné. Nyní zbývá ur£it hodnoty index· I1 . . . IN−1. Po£et
operací v první oblasti se vypo£ítá:

s1 = f(I1)− f(0) = f(I1), (3.2)

Po£et operací v druhé oblasti se vypo£te:

s2 = f(I2)− f(I1). (3.3)

Po£et operací v N − 1. oblasti sN−1 se vypo£te:

sN−1 = f(Q)− f(IN−1). (3.4)

Nyní máme poºadavek na to, aby s1 = s2 = · · · = sN−1 = k. Je-li po£et operací pro celý
Garner·v algoritmus q = f(Q), má kaºdá £ást vy°e²it k = q/N operací. Z rovnice (3.2)
vypo£teme hodnotu I1:

I1 =
1 +

√
1 +

4(Q2 −Q)

N
2

. (3.5)

Druhý ko°en rovnice neuvaºujeme vzhledem k tomu, ºe I1 > 0. Do rovnice (3.3) dosadíme
I1 a vypo£teme I2:

I2 =
1 +

√
1 +

4 · 2(Q2 −Q)

N
2

. (3.6)

Druhý ko°en jsme op¥t neuvaºovali. Budeme pokra£ovat v postupném dosazování a pro IN−1

dostáváme:

IN−1 =
1 +

√
1 +

4 · (N − 1)(Q2 −Q)

N
2

. (3.7)

Z vý²e uvedených rovnic vidíme, ºe hranici intervalu pro itý procesor ur£íme takto:

Ii =
1 +

√
1 +

4i(Q2 −Q)

N
2

. (3.8)
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Zjednodu²ení vzorce

Vzorec (3.8) m·ºe být pro pouºití sloºitý, a proto p°istupme k jeho zjednodu²ení. M·ºeme
p°edpokládat následující:

1. Mnoºství modul· Q > 100, a proto Q2 � Q, a tedy Q2 −Q ≈ Q2.

2. U výrazu pod odmocninou platí ºe
4i(Q2 −Q)

N
� 1, a proto jedni£ku zanedbáme.

3. Posun o 1/2 modulu p°ed odmocninou je také zanedbatelný.

Po aplikaci vý²e uvedených zjednodu²ení dostáváme:

Ii =
1 +

√
1 +

4i

N
(Q2 −Q)

2
≈
√

i

N
Q. (3.9)

Oba p°edpisy pro výpo£et interval· jako výsledek dávají iracionální £ísla, a proto je t°eba
jako opravdový interval uvaºovat zaokrouhlenou hodnotu:

Ii =

⌊√
i

N
Q

⌋
. (3.10)
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Algoritmus 7 Druhá verze zp¥tného p°evodu
1: for i = 1 to Q do
2: deni = deti
3: end for
4: for i = 2 to Q do
5: for j = max(i, Qpoc) to Qkon do
6: denj = (denj − deni−1) mod mj

7: denj = (denj · |m−1
i−1|mj ) mod mj

8: end for
9: end for

10: DEN =
Q∑
i=1

(deni−1

i−1∏
j=1

mj)

11: if DEN > bM/2c then
12: DEN = DEN −M
13: end if
14: for k = 1 to P do
15: for i = 1 to Q do
16: numi = deti · xmi, k

17: end for
18: for i = 2 to Q do
19: for j = max(i, Qpoc) to Qkon do
20: numj = (numj − numi−1) mod mj

21: numj = (numj · |m−1
i−1|mj ) mod mj

22: end for
23: end for

24: NUM =

Q∑
n=1

(numn−1

n−1∏
o=1

mo)

25: if NUM > bM/2c then
26: NUM = NUM −M
27: end if

28: xk =
NUM

DEN
29: end for

4-9. Paraleln¥ °e²ená nejnáro£n¥j²í £ást Garnerova algoritmu pro p°evedení determinantu
ve zbytkové reprezentaci na celé £íslo.

18-23. Paraleln¥ °e²ená £ást Garnerova algoritmu pro získání x
′
k∈Z, coº je xk p°ed p°evedením

na racionální £íslo.

Pro dal²í popis viz algoritmus 3.
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Kapitola 4

Implementace a testování

4.1 Implementace

Implementaci algoritmu °e²ení soustav lineárních rovnic v aritmetice kód· zbytkových t°íd
jsem provád¥l v programovacím jazyce C++. Tento jazyk jsem pouºil proto, ºe aplikace
pro extrakci parametr· [9], ze které jsem vycházel, jiº byla v tomto jazyce implementována.

Pro výpo£et n¥kterých hodnot, jako je t°eba hodnota modulu M , která se spo£ítá jako
sou£in v²ech modul·, které nebyly vy°azeny po °e²ení soustav lineárních kongruencí, jsem
pouºíval knihovnu GMP [2], která je vhodná pro po£ítání s velkými £ísly. Pomocí knihovny
GMP se dá uloºit prakticky neomezen¥ dlouhé £íslo. Tato knihovna rozli²uje t°i základní
typy: celá £ísla, racionální £ísla a £ísla s plovoucí °ádovou £árkou.

Algoritmus °e²ení soustav lineárních rovnic v aritmetice kód· zbytkových t°íd jsem
nejd°íve implementoval jen pro jedno po£etní vlákno, abych mohl algoritmus jednodu²e
otestovat a ov¥°it správnost po£ítání. Po odlad¥ní jsem provedl návrhy, jak algoritmus
mezi vlákna rozd¥lit, aby se °e²ení co nejvíce zrychlilo.

Po£et vytvo°ených vláken se odvíjí od po£tu jader procesoru po£íta£e, na kterém je
aplikace spou²t¥na. Tudíº, kdyº má po£íta£ 4jádrový procesor, vý²e popsané algoritmy budou
po kaºdé °e²it 4 vlákna. Jelikoº v kaºdém algoritmu celého °e²ení soustav lineárních rovnic
probíhá 2 nebo více for cykl·, nabízelo se rozd¥lit jednotlivé £ásti algoritmu práv¥ na úrovni
jednoho z for cykl·.

S implementací algoritm· dop°edné transformace a °e²ení soustav lineárních kongruencí
nebyl ºádný v¥t²í problém. Problém v²ak nastal u zp¥tného p°evodu. Zde se jako nejjedno-
du²²í jevilo rozd¥lit algoritmus v míst¥ for cyklu jdoucího po °ádcích matice, algoritmus 6.
Av²ak objevil se problém, ºe matice soustavy je malá, v p°ípad¥ aplikace extrakce, kterou
jsem pouºíval, je po£et °ádk· 13. A jak potom d¥lit 13 °ádk· mezi nap°íklad 16 vláken?
N¥která po£etní vlákna pak p°i v¥t²ím po£tu jader procesoru nebudou po£ítat nic anebo tak
malý problém, ºe moºná zabere více £asu vlákno vytvo°it, neº následující výpo£et tohoto
vlákna.

Proto jsem se musel pustit do jiné implementace zp¥tného p°evodu, a to implementaci
°e²enou na podobný zp·sob jako p°edchozí dva kroky celého °e²i£e, rozd¥lit p°evod v n¥-
kterých for cyklech jdoucí po jednotlivých modulech, algoritmus 7. A jelikoº nejnáro£n¥j²í

21
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£ástí tohoto celého p°evodu je Garner·v algoritmus transformující £ísla ve zbytkové repre-
zentaci na celá £ísla, d¥lení práce mezi po£etní vlákna probíhá práv¥ v Garnerov¥ algoritmu
na úrovni vnit°ního for cyklu jdoucího po modulech.

P°i výpo£tu p°evodu ze zbytkové reprezentace do celých £ísel pomocí Garnerova algoritmu
jsem v²ak p°i testování narazil na problém se synchronizací vláken.

Algoritmus 8 �ást algoritmu 7, Garner·v algoritmus
1: for i = 2 to Q do
2: for j = max(i, Qpoc) to Qkon do
3: denj = (denj − deni−1) mod mj

4: denj = (denj · |m−1
i−1|mj ) mod mj

5: end for
6: end for

Problém se konkrétn¥ vyskytuje na 3. °ádku algoritmu 8. Zde se od denj ode£ítá deni−1,
av²ak výpo£et hodnoty deni−1 ne vºdy muselo provést aktuální vlákno. Pokud výpo£et této
hodnoty neprovedlo aktuální vlákno, musí ho n¥jd°íve spo£ítat n¥které z p°edchozích vláken.
Jedná se o operaci − nap°íklad z p°íkladu (2.17) na stran¥ 10, kde si lze v²imnout, ºe
p°i této operaci se vºdy ode£ítá stejné £íslo ode v²ech hodnot od itého sloupce p°edchozího
°ádku, kde i je index z algoritmu 8.

Problém jsem vy°e²il tak, ºe jsem si ukládal do shodn¥ velkého pole, jako je den, informace
o tom, na kterém indexu pole den je jiº de�nitivn¥ spo£ítaná hodnota, aby se dala ode£íst.
Implementovaný algoritmus má potom v míst¥ p°ed 3. °ádkem v algoritmu 8 aktivní £ekací
smy£ku, která se p°eru²í, aº bude hodnota na pot°ebném indexu spo£ítána. Aktivní £ekací
smy£ku jsem pouºil proto, ºe se nikdy na vypo£tení hodnoty ne£eká moc dlouho, takºe se
zbyte£n¥ nezat¥ºuje systém.

4.2 MetaCentrum

MetaCentrum NGI [7] je projekt vzniklý v roce 1996, který kaºdému zam¥stnanci £i stu-
dentovi jakékoli akademické instituce v �eské republice umoº¬uje vzdálený p°ístup k vysoce
výkonným po£íta£·m, na kterých m·ºe vyvíjet a testovat svoje aplikace. O MetaCentrum
se stará sdruºení Cesnet z. s. p. o. [1], jehoº cílem je provozovat a rozvíjet národní vyso-
korychlostní akademickou po£íta£ovou sí´ ur£enou pro v¥du, výzkum, vývoj a vzd¥lávání.
Jednotlivé výpo£etní stroje MetaCentra jsou umíst¥nny v n¥kolika akademických institucích
v �eské republice (Akademie v¥d �R, Jiho£eská univerzita, Masarykova univerzita, Men-
delova zem¥d¥lská a lesnická univerzita v Brn¥, Univerzita Karlova, Vysoké u£ení technické
v Brn¥, Západo£eská univerzita v Plzni)

4.2.1 Obecn¥ o MetaCentru

V prost°edí MetaCentra [8] je kolem 304 fyzických stroj·, které obsahují 1 aº 32 proce-
sor· (jader). Celkem je tu tedy asi 1800 procesor·, které lze pouºívat, pokud jsou volné.
O dostupnosti jednotlivých stroj· a procesorech informuje na stránkách virtuální organizace
MetaCentrum p°ehledný barevn¥ odli²ený p°ehled. Jednotlivými barvami se zde odli²uje pln¥
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vytíºené (modrá), £áste£n¥ vytíºené (sv¥tle zelená), úpln¥ nevytíºené (syt¥ zelená) a aktuáln¥
nepracující (²edá) � z d·vodu údrºby apod. � stroje.

Abychom v·bec mohli prost°edí MetaCentra pouºívat, musíme se do MetaCentra nejd°íve
registrovat. Registrace je zdarma. Podává se elektronická p°ihlá²ka, kde se vyplní údaje
o nás, o na²í akademické instituci, p°ihla²ovací údaje a na co chceme MetaCentrum pouºívat.
Pro ov¥°ení na²í totoºnosti MetaCentrum umoº¬uje bu¤ online ov¥°ení totoºnosti u v¥t²ích
univerzit anebo musíme kontaktní osob¥ poslat vytisknutý a podepsaný formulá°.

4.2.2 P°ihlá²ení

Pokud chceme spou²t¥t na²e aplikace, do prost°edí MetaCentra se nejd°íve musíme vzdá-
len¥ p°ipojit. Pouºívá se zabezpe£ený komunika£ní protokol SSH, tudíº je docela jednoduché
se p°ipojit z unixových opera£ních systém· pomocí p°íkazu ssh. Z opera£ního systému Win-
dows se lze p°ipojit nap°. s PuTTY, který lze získat zdarma, anebo z prost°edí Cygwin
pomocí ssh.

Po p°ihlá²ení na jeden ze server· MetaCentra p°es p°íkazový °ádek máme k dispozici
normální unixové prost°edí, proto je lep²í mít testovanou aplikaci naprogramovanou také
v unixovém prost°edí.

4.2.3 Datová úloºi²t¥

Pokud chceme v prost°edí MetaCentra spou²t¥t aplikace, musíme je mít také kam uloºit.
K dispozici je více druh· úloºi²´. Nejrychlej²í a nejmen²í je úloºi²t¥ umíst¥nné v /scratch,
je na kaºdém stroji, je v²ak pouze lokáln¥ dostupné. Dal²ím rychlým úloºi²t¥m je NFSv3,
které je dostupné pro v²echny stroje na jednom clusteru, je²t¥ je dostupná nov¥j²í alternativa
úloºi²t¥ NFSv4, která je dostupná jen na n¥kterých vybraných strojích. Nejpomalej²ím
a dostupným na v²ech strojích najednou je úloºi²t¥ AFS, které je dle mého práv¥ z d·vodu
²iroké dostupnosti asi nejprakti£t¥j²í.

4.2.4 Kompilování a spou²t¥ní aplikací

V Unixu se zkompilované aplikace dají jednodu²e spou²t¥t ./aplikace [parametry], v pro-
st°edí MetaCentra to není povoleno. V prost°edí MetaCentra se pouºívá plánovací systém
pro spou²t¥ní aplikací PBS Torque. Úlohy se musí pou²t¥t p°es p°íkaz qsub a zadání pro spu²-
t¥ní aplikace se zadává do textového souboru, který se p°iloºí jako parametr p°íkazu. Jiné
parametry se mohou zadat p°ímo za p°íkaz anebo se zapí²í do textového souboru, který musí
být ve tvaru bash skriptu. V textovém souboru m·ºe být n¥jaký kód linuxového skriptu
anebo jen hlavi£ka skriptu a následné spu²t¥ní zkompilované aplikace pomocí ./aplikace.

P°íkaz qsub m·ºe dostat p°epína£ −q, který udává maximální b¥h aplikace, krat²í b¥hy
(fronta short, do 2 hodin) aplikací mají v¥t²í prioritu a dlouhé b¥hy (fronta long, do m¥síce)
mají men²í prioritu. Pr·m¥rná délka b¥hu se zadává pomocí fronty normal (b¥hy do 24
hodin) se st°ední prioritou. Dále je zde p°epína£ −l walltime = cas, kde za prom¥nnou
cas uvedeme p°esn¥j²í maximální b¥h aplikace, pokud ho známe. −l walltime =10 : 00
zna£í, ºe uºivatel p°edpokládá, ºe aplikace pob¥ºí max 10 minut. Pro p°epína£ −l je je²t¥
dal²í nastavení, t°eba −l nodes = hodnota:ppn = hodnota, kde prom¥nná hodnota u nodes
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ur£uje, na kolika strojích má spu²t¥ná aplikace b¥ºet, anebo se zde m·ºe zadat adesa kon-
krétního stroje a hodnota u ppn ozna£uje, kolik jader (procesor·) se má p°i výpo£tu po-
uºít. U p°epína£e −l je²t¥ m·ºeme za po£et jader uvést, jaký typ stroje chceme pouºít,
−l nodes = 1:ppn = 3:x86_64 pro b¥h na 64bitových strojích nebo nap°íklad −l nodes = 1:
ppn = 1:brno:amd64 pro b¥h na brn¥nských strojích s procesory AMD Opteron.

Dále ukáºi n¥jaké p°íklady, jak v MetaCentru spustit aplikaci. T°eba p°íkazem:

qsub −q short −l nodes = 1:ppn = 1 soubor.sh. (4.1)

Pokud obsah souboru soubor.sh bude následující:

#!/bin/bash
cd /afs/ruk.cuni.cz/home/username/aplikace/
./apl,

(4.2)

potom pomocí p°íkazu (4.1) za°adíme spu²t¥ní zkompilované aplikace v souboru apl (4.2)
uloºeném na AFS úloºi²ti uºivatele username do fronty aplikací s dobou b¥hu do 2 hodin
a chceme, aby b¥ºela na jednom stroji na jednom procesoru.

Dále m·ºeme aplikaci spustit takto:

qsub soubor.sh (4.3)

Pokud obsah souboru soubor.sh bude následující:

#!/bin/bash
#PBS −q normal

#PBS −l nodes = eru2.ruk.cuni.cz:ppn = 8

cd /afs/ruk.cuni.cz/home/username/aplikace/
./apl,

(4.4)

potom pomocí p°íkazu (4.3) za°adíme spu²t¥ní zkompilované aplikace v souboru apl (4.4)
uloºeném na AFS úloºi²ti uºivatele username do fronty aplikací s dobou b¥hu do 24 hodin
a chceme, aby b¥ºela na jednom stroji s adresou eru2.ruk.cuni.cz na 8 procesorech.

N¥kdy se �povede� zadat ²patn¥ n¥jaké údaje, chybný po£et jader, stroj·, chybná adresa
stroje, spu²t¥ní jiné úlohy apod. Pokud má potom ²patn¥ zadaná úloha b¥ºet t°eba hodinu,
je asi dobré ji zru²it. Úlohy se ru²í p°íkazem qdel. Konrétní p°íklad:

qdel 66197.arien.ics.muni.cz (4.5)

zastaví zpracovávání úlohy s id 66197. P°íkaz mi funguje i bez zadaného serveru, takto:

qdel 66197. (4.6)
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4.3 Vlastní testování aplikace

Doma na svém po£íta£i jsem mohl sv·j algoritmus testovat jen z toho hlediska, zda vrací
správné hodnoty. Jelikoº m·j po£íta£ obsahuje jen dvoujádrový procesor, musel jsem rych-
lost aplikace testovat hlavn¥ v MetaCentru. V MetaCentru jsem si vybral stroj, který má
procesor s alespo¬ 8 jádry, abych získal dostatek informací pro zhodnocení zrychlení aplikace
v závislosti na po£tu jader.

P°i testování mého algoritmu °e²ení soustav lineárních rovnic v aritmetice kód· zbytko-
vých t°íd se pouºívala roz²í°ená matice soustavy 13×14, po£et modul· pro testování bylo
pouºito 750. �asy b¥h· jednotlivých £ástí aplikace extrakce jsem m¥°il za pomoci t°ídy
pro m¥°ení £asu, která byla v aplikaci extrakce [9] jiº implementována.

Celou aplikaci extrakce jsem opakoval 100× a v kaºdé její iteraci jsem kaºdou £ást °e²i£e
spustil také 100×, z £as· kaºdé £ásti jsem ud¥lal aritmetický pr·m¥r, získal jsem tak celkov¥
100 hodnot £as· pro kaºdou £ást °e²i£e. Z t¥chto 100 £as· jsem op¥t ud¥lal pr·m¥r. A tyto
pr·m¥ry jsou uº hodnotami vynesenými v grafech.

Spo£ítal jsem také sm¥rodatné odchylky, hodnoty odchylek jsou b¥ºn¥ do 2 % z pr·m¥rné
hodnoty £asu daného b¥hu. Maximální hodnota odchylky je 3,4 % z pr·m¥rné hodnoty, ale
to je £as pro 4 jádra dop°edné transformace a °e²ení soustav lineárních kongruencí, kde se
jiº sniºovala p°esnost m¥°ení kv·li hodn¥ rychlým b¥h·m, jejichº £as byl ru²en externími
elementy.

První z graf· na obrázku 4.1 ukazuje závislost £asu b¥hu dop°edné transformace a °e²ení
soustavy lineárních kongruencí. Tyto dv¥ operace jsem m¥°il najednou, jelikoº jsem je imple-
mentoval do jednoho bloku kódu, který °e²í kaºdé vlákno, a také z d·vodu, ºe transformace
celých £ísel do zbytkové reprezentace je dle mého velice jednoduchá a rychlá operace, která
na b¥h celé aplikace extrakce nemá veliký vliv.

Obrázek 4.1: Ukazuje rychlost b¥hu výpo£tu dop°edné transformace a °e²ení lineárních kon-
gruencí v závislost na po£tu jader procesoru.
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V grafu 4.1 je vid¥t, ºe zvý²ení po£tu jader procesoru a tím i po£tu po£etních vláken
ur£it¥ p°íspívá ke zrychlení b¥hu prvních dvou implementovaných algoritm·. Algoritmus je
testován jen pro maximáln¥ 4 jádra, jelikoº £asy b¥h· pro více jader jsem jiº nebyl schopen
p°esn¥ zm¥°it.

Testování dop°edné transformace bylo celkov¥ docela problematické. Za prvé, m¥°ení
takto nízkých hodnot £as· je docela sloºité, jelikoº minimální zm¥°itelné hodnoty pomocí
implementované t°ídy, kterou jsem pouºíval, jsou v °ádech desítek ms a niº²í £asy t°ída
jiº nezm¥°í. A za druhé, v MetaCentru je multiuºivatelské prost°edí, tudíº stroje nejsou
zatíºeny jen mojí aplikací. Pokud jsem opakovan¥ m¥°il £asy b¥h· na nezatíºeném stroji,
získával jsem p°ibliºn¥ stejné výsledky, av²ak po p°ipojení jiných uºivatel· na stejný stroj se
£as b¥hu aplikace znateln¥ zvý²il. Ke zp°esn¥ní m¥°ení nepomohlo ani to, kdyº jsem v kaºdé
iteraci celé aplikace m¥°il pr·m¥r z 10 000 hodnot.

Dal²í z graf· ukazuje závislost £asu b¥hu zp¥tného p°evodu na po£tu jader procesoru.

Obrázek 4.2: Ukazuje rychlost b¥hu výpo£tu zp¥tného p°evodu v závislost na po£tu jader
procesoru.

Dle grafu na obrázku 4.2 lze soudit, ºe i zp¥tný p°evod se s v¥t²ím po£tem jader zrychluje.
Nezrychluje se sice tak rychle jako dop°edná transformace spolu s °e²ení soustav lineárních
kongruencí, ale p°esto znateln¥. Zp¥tný p°evod je citeln¥ del²í neº °e²ení soustav lineárních
kongruencí, tudíº se lépe m¥°í. Ale i u zp¥tného jsem p°i v¥t²ím po£tu jader n¥kdy potýkal
s jistými nep°esnostmi v m¥°ení, které p°ikládám na vrub £asové náro£nosti vytvá°ení více
neº 8 vláken spojenou s vlivem výpo£t· dal²ích uºivatel· v MetaCentru. Proto jsem zp¥tný
p°evod testoval jen pro maximáln¥ 8 jader, jelikoº p°i v¥t²ím po£tu jader se vyskytovala v¥t²í
chybovost a men²í rozli²itelnost zlep²ení.

Poslední z graf· ukazuje závislost £asu b¥hu celé aplikace extrakce na po£tu jader pro-
cesoru.
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Obrázek 4.3: Ukazuje rychlost b¥hu celé aplikace extrakce v závislost na po£tu jader proce-
soru.

Graf na obrázku 4.3 ukazuje, ºe se celá aplikace také znateln¥ zrychlila. Celá aplikace b¥ºí
asi o polovinu pomaleji neº zp¥tný p°evod, tudíº zp¥tný p°evod má velký vliv na b¥h celé
aplikace. Op¥t testováno jen pro maximáln¥ 8 jader, p°i v¥t²ím po£tu jader se vyskytovaly
nep°enosti v m¥°ení.

U svého algoritmu jsem testováním zjistil, ºe se opravdu s p°ibývajícími vlákny zlep²uje
£as b¥hu. Av²ak soustava rovnic a celý problém je pravd¥podobn¥ natolik jednoduchý, ºe
p°i v¥t²ím po£tu jader jsem získával nep°esné výsledky, proto jsem m¥°ení musel £asto opa-
kovat znovu, a t°eba i vy£kat na chvíli, kdy na stroji budu testovat jen já, aby moje výsledky
nebyly tak ovlivn¥ny. Ani to v²ak moc k p°esn¥j²ím výsledk·m nepomohlo, jelikoº p°i v¥t²ím
po£tu jader zde hraje roli £as vytvá°ení vláken, který není pokaºdé shodný a n¥kdy viditeln¥
znep°esní m¥°ení. To lze vid¥t u grafu 4.1, kdy pro jedno jádro je sm¥rodatná odchylka
prakticky neznatelná, zatímco pro v¥t²í po£et jader jiº je odchylka znát, p°estoºe není velká.

Proto by bylo asi lep²í pro získání opravdu kvalitních výsledk· pouºít n¥jakou p°esn¥j²í
metodu. Dal²í moºností je zv¥t²it °e²ený problém, a jelikoº vytvá°ení vláken zabírá ur£itý £as,
bylo by lep²í vlákna v·bec nevytvá°et, ale pouºít thread pool, pomocí kterého jen existujícím
vlákn·m p°i°adíme práci bez nutnosti vlákna pokaºdé vytvá°et.
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Kapitola 5

Záv¥r

V této práci jsme se dozv¥d¥li n¥co málo o extrakci parametr·. Extrakce parametr· nám
pomáhá k hledání parametr· matematicých model·. Matematický model predikuje výstupní
hodnoty, které nemusí být p°esné, a extrakce parametr· nám pom·ºe tyto hodnoty zp°esnit.
V extrakci parametr· je d·leºitou sou£ástí °e²ení soustavy rovnic. Hlavní náplní této práce
bylo °e²ení soustav lineárních rovnic v aritmetice kód· zbytkových t°íd. Práce popisuje pr·-
b¥h algoritmu ve £ty°ech krocích (²kálování matice, dop°edná transformace, °e²ení soustav
lineárních rovnic, zp¥tný p°evod), postup byl vysv¥tlen i na ukázkovém p°íkladu.

Dal²ím bodem bylo vzít algoritmus °e²ení soustav lineárních rovnic v aritmetice kód·
zbytkových t°íd a optimalizovat ho pro b¥h na po£íta£ích s vícejádrovými procesory. Návrh
pro b¥h na vícejádrových procesorech zase nebyl takový problém, jelikoº pouºitý °e²i£ pra-
cuje ve zbytkové reprezentaci, tudíº se nabízí d¥lit algoritmus v místech for cykl· jdoucích
po indexech modul·. Takto jsou °e²eny dop°edná transformace, °e²ení soustav lineárních
kongruencí i zp¥tný p°evod. U zp¥tného p°evodu se nabízelo je²t¥ d¥lení ve for cyklu jdou-
cího po °ádcích matice, to se v²ak neukázalo jako efektivní. Implementace ²kálování matice
nebyla náplní práce.

D¥lení modul· mezi jednotlivá vlákna probíhá u dop°edné transformace a °e²ení sou-
stav lineárních rovnic rovnom¥rn¥, pouze u zp¥tného p°evodu se musí d¥lit nerovnom¥rn¥.
Pro po£áte£ní vlákna se musí p°id¥lovat více modul·, jelikoº se u prvních modul· provádí
mén¥ operací. Po£et operací s rostoucím indexem modul· roste téº. Pro d¥lení práce u zp¥t-
ného p°evodu lze pouºít odvozený vzorec 3.10. U zp¥tného p°evodu byla jako u jediné £ásti
výpo£tu nutná synchronizace vláken.

Pro testování algoritmu °e²ení SLR v aritmetice kód· zbytkových t°íd jsem byl nucen
pouºít MetaCentrum z toho d·vodu, ºe nemám k dispozici po£íta£ s více neº 2jádrovým
procesorem. Pro spou²t¥ní aplikací v MetaCentru se pouºívá plánovací systém, který je v²ak
po osahání docela jednoduchý na ovládání.

P°i testování jsem zjistil, ºe se jednotlivé £ásti algoritmu °e²ení soustav zrychlují a zrych-
luje se tím i celá aplikace extrakce. Av²ak vyskytly se komplikace s m¥°ením hodn¥ rychlých
£as·. �e²ený problém je zkrátka jednoduchý, aplikace jako celek probíhá v rámci stovek mili-
sekund, n¥které £ásti, dop°edná transformace, °e²ení soustav lineárních kongruencí, probíhají
v rámci jednotek milisekund aº desítek mikrosekund (odhad). V takto malých £asech hrají
£ím dál tím v¥t²í roli ru²ivé elementy, ostatní uºivatelé, vytvá°ení vlákna apod., proto t°eba
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ani p°esn¥j²ím m¥°ením nemusíme získat relevantní výsledky. Pro lep²í otestování aplikace
bychom museli zna£n¥ zv¥t²it °e²ený problém.
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P°íloha A

Obsah p°iloºeného CD

/

nfet

src

CExtractionApp.cpp � t°ída s extrak£ní aplikací

CIntervalSplitter.cpp � umoº¬uje rozd¥lit interval na zadaný po£et £ástí

CJacobian.cpp � t°ída p°edstavující Jacobiho matici

CMathematicalModel.cpp � t°ída s matematickým modelem

CMatrix.cpp � t°ída p°edstavující matici

CModularSLESolver.cpp � zde jsem implementoval sv·j algoritmus °e²ení SLR

CModuleBank.cpp � t°ída, ve které jsou uloºeny moduly pro °e²ení SLR

CParameterSet.cpp � t°ída p°edstavující mnoºinu parametr·

CTimeMeasure.cpp � t°ída umoº¬ující m¥°it £as b¥hu n¥jakého úseku algoritmu

CVector.cpp � t°ída p°edstavující vektor

con�g.h � soubor s r·zným nastavením pro aplikaci extrakce

invbank.mod � vyhledávací tabulka pro multiplikativní inverze 15bitových £ísel

main.cpp � hlavní soubor aplikace

Make�le � projektový soubor

sadilma2_bakalarska_prace_2011.pdf � elektronická verze bakalá°ské práce
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