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Abstract

This work describes the evolution strategy based on adaptation of covariance matrices for
optimization in continuous space. The principle of algorithm dwells in gradual update of
covariance matrix and in moving the mean value of normal distribution so as to achieve
convergence to some optima in successive generations. This work proposes a detailed analysis
of each step of the algorithm including the possible options or modi�cations and the known
implementation. It also includes a description of CMA-ES, IPOP-CMA-ES and σ-m-IPOP-
CMA-ES implementations in Java programming language into JCool library. A series of
experiments were performed using the method, comparing between algorithms available in
JCool library, including the progress of algorithm on the selected test functions.

Abstrakt

Tato práce popisuje evolu£ní strategii zaloºenou na adaptaci kovarian£ních matic pro opti-
malizaci v prostoru reálných funkcí. Podstatou algoritmu je postupná modi�kace kovarian£ní
matice a p°esouvání st°ední hodnoty normálního rozd¥lení tak, aby algoritmus konvergoval
s postupem generací k n¥kterému z optim. V této práci je podrobn¥ analyzován kaºdý krok
algoritmu v£etn¥ moºných variant, modi�kací a známých implementací. Dále je pak v práci
popsána implementace v jazyce Java do knihovny JCool a to jak algoritmu CMA-ES tak i
IPOP-CMA-ES. Na metod¥ je provedena °ada experiment· porovnání mezi algoritmy, které
jsou k dispozici v knihovn¥ JCool, v£etn¥ graf· pr·b¥hu algoritmu na vybrané skupin¥ testo-
vacích funkcí.
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Evolu£ní algoritmy, techniky a výpo£ty

De�nice Evolu£ní algoritmy, techniky a výpo£ty: Jsou metaheuristické optimaliza£ní algo-
ritmy, jenº jsou podoblastí um¥lé inteligence. Evolu£ní algoritmy jsou tvo°eny populací, nad
níº jsou de�novány operátory selekce, k°íºení a mutace. Kaºdý prvek z populace p°edstavuje
jedno z moºných °e²ení.

1.1.1 Vlastnosti a popis

Jak bylo °e£eno v de�nici, tak evolu£ní algoritmus (dále jen EA) je tvo°en populací o n
jedincích, nad nimiº probíhá v kaºdé generaci g adaptace a evoluce. Úkolem je najít globální
optimum. Protoºe se jedná o metaheuristiku, není zaru£eno, ºe toto vybrané °e²ení xi je
optimální. EA vytvo°ili mezistupe¬ mezi deterministickými gradientními technikami a tech-
nikami náhodného prohledávání.

Jedinec je ur£itou reprezentací, pro kterého jsme schopni vyhodnotit jeho kvalitu pomocí
�tness funkce f . Reprezentace kaºdého jedince xi je genotyp (sloºený z atomických gen·) a
reprezentuje ur£itý fenotyp, pro n¥º jsme schopni vyhodnotit jeho �tness f (xi).

Nejznám¥j²í EA jsou:

• Genetický algoritmus (dále jen GA), v kaºdé generaci jsou jedinci, kte°í jsou repre-
zentováni binárním genotypem. Obecný GA je popsán v algoritmu 1.

• Genetické programování, v kaºdé generaci jsou jedinci, kte°í jsou reprezentací jed-
noho z moºných postup· (nap°. struktura, popis atp.) v °e²ení daného problému. Jejich
kvalitu m¥°í schopnost °e²it daný problém.

• Evolu£ní programování, je velmi podobné genetickému programování s tím rozdílem,
ºe reprezentace jednoho jedince xi je pevn¥ daná. M¥ní se pouze jeho parametry viz.
[19].

1
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input : Fitness funkce f : Df → R.
output: Metaheuristický odhad nejlep²í hodnoty funkce f
g := 0;1

(∀xi = rand ()) ∈ X(0);2

vyhodno´ kvalitu f (xi) ∀xi ∈ X(0);3

while zastavovací podmínka není platná do4

X
(g)
selekce = selekce

(
X(g)

)
⊆ X(g);5

X
(g)
operatory = operatory

(
X

(g)
selected

)
;6

vyhodno´ kvalitu f (xi) ∀xi ∈ X
(g)
operatory;7

X(g+1) = vyber_nejlepsi
(
X

(g)
operatory

)
;8

g := g + 1;9

end10

. Funkce vyber_nejlepsi nemusí být vºdy pouºita.11

Algorithm 1: Základní genetický algoritmus

• Evolu£ní strategie (dále jen ES), v kaºdé generaci jsou jedinci reprezentováni vektory
xi, ale na rozdíl od GA je genotyp p°ímou reprezentací (fenotypem) hodnoty vstupující
do �tness funkce f (xi). Vlastnosti nových jedinc· v populaci jsou p°eváºn¥ navzájem
korelované s p·vodní populací a s ohledem na jejich kvalitu.

1.1.2 Operátory genetických algoritm· a evolu£ních strategií

V následujícím pojednání se pokusím vysv¥tlit principy a postupy operátor· pouºívaných v
EA. Genetické operátory nelze zobecnit pro v²echny algoritmy. Kaºdý operátor je charak-
teristický tím, ºe vybírá z populace (selekce), vytvá°í novou informaci v populaci (mutace)
nebo sdílí informaci mezi jedinci (k°íºení, rekombinace).

1.1.2.1 Selekce

De�nice Selekce: Je operátor, jenº vybírá jedince z populace, na neº bude pouºit genetický
operátor

Selek£ní operátory vybírají lep²í jedince s vy²²í pravd¥podobností.

Nap°íklad u GA existuje operátor selekce ruletovým kolem [5]. Tento selek£ní operátor
set°ídí populaci a ke kaºdému jedinci vypo£te pom¥r jeho kvality v·£i celkové kvalit¥ popu-
lace. Tento pom¥r tvo°í pom¥r výse£e na tzv. ruletovém kole. Následn¥ se na tomto ruletovém
kole vybere náhodné místo, které ukazuje na vybraného jedince.

N¥kdy m·ºe být výb¥r i deterministický, jako nap°. u ES, která je zaloºená na adaptaci
kovarian£ních matic (dále jen CMA-ES). Selek£ní operátor z celé populace vybere mnoºinu
o velikosti µ nejlep²ích jedinc· a z nich vypo£te váºenou st°ední hodnotu.
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1.1.2.2 K°íºení, rekombinace

De�nice K°íºení, rekombinace: Je, je n-nární operátor, který provádí nad dv¥ma genotypy
vzájemnou vým¥nu informace mezi jedinci.

Nejb¥ºn¥j²í operátor k°íºení je jednobodové k°íºení v GA. Termín jednobodové k°íºení nad
dv¥ma chromozomy délky N si lze p°edstavit tak, ºe zvolím náhodný bod 0 < r < N ,
p°i£emº v²echny geny v reprezentaci jednoho jedince se od prvního do r-tého genu nahradí
geny druhého jedince a geny druhého jedince se od r-tého do posledního (N -tého) genu
nahradí geny na odpovídajících pozicích chromosomu prvního jedince. Výsledkem jsou dva
chromozomy, dva noví jedinci. Geometricky si lze jednobodové k°íºení p°edstavit tak, ºe
nov¥ vytvo°ení jedinci z k°íºení se mohou nacházet na hlavních osách kaºdého z jedinc·.
Princip je na obrázku 1.1.2.2 a na obrázku 1.1.2.2 kde je geometrická interpretace pro binární
reprezentaci genotypu. K°íºení lze samoz°ejm¥ zobecnit na m-bodové k°íºení, mezi n jedinci.
Nejb¥ºn¥ji pouºívaný v GA je ov²em binární jedno-aº-dvou bodový operátor k°íºení.

V p°ípad¥, ºe je ES ozna£ena jako (µ/%, λ) nebo (µ/%+ λ) a hodnota parametru % je
v¥t²í neº 2, m·ºe docházet k tzv. multirekombinaci. Multirekombinaci se také n¥kdy °íká
diskrétní k°íºení [25]. Multirekombinace je operátor, kde do k°íºení vstupuje % jedinc· z µ
vybraných jedinc·. Multirekombinace probíhá tak, ºe z populace selekcí vybere µ jedinc·,
z nichº se náhodn¥ vybere % jedinc·. Následn¥ z této mnoºiny vybere operátor kaºdý gen
náhodn¥ (prvek vektoru reprezentace) 1 aº N z % jedinc·. Proces ilustruje obrázek 1.1.2.2.

K°íºení probíhá u v²ech ES, které mají % ≥ 2, pokud % > 2 mluvíme o tzv. multirekom-
binaci. Podstatným rozdílem operátoru k°íºení u GA a ES je, ºe výsledkem k°íºení jsou
op¥t dva jedinci, zatímco u ES vygenerujeme nového jedince pouze jednoho nebo více, ale s
podobnými vlastnostmi.

Podstatný je fakt, ºe do k°íºení vstupuje generace p°edchozí, která p°edá £áste£n¥ svou
informaci generaci nové.

1.1.2.3 Mutace

De�nice Mutace: Je u GA operátor náhodné zm¥ny hodnoty genu. V p°ípad¥ ES je to
nahrazení celého genotypu genem podobným. U mutace vzniká nová, potenciáln¥ vhodná
informace.

P°íkladem mutace u GA je prohození genu/gen· v daném genotypu. Geometricky si lze
p°edstavit mutaci nad binárním genotypem po p°evodu na fenotyp podle obrázku 2. Jedinec
je reprezentován chromozomem, kde kaºdý gen m·ºe být reprezentován binárn¥ {0, 1}. Vý-
chozí jedinec je reprezentován genotypem (1, 0, 0, 0; 1, 0, 0, 0) a nachází se na sou°adnicích
(8, 8). Prohozením libovolného bitu docílíme ve dvou rozm¥rech translaci jedince do jednoho
ze sm¥r· hlavních os sou°adného systému (viz obrázek 1.1.2.2).

V ES je p°ístup pon¥kud jiný. ES reprezentují jedince pomocí vektor· reálných £ísel a
genotyp je zárove¬ i fenotyp. V p°ípad¥ mutace ES se vyuºívá podmnoºiny, p°ípadn¥ celé
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Celá populace λ jedinc· X =



(x11, x12, x13, . . . x1n)
(x21, x22, x23, . . . x2n)
(x31, x32, x33, . . . x3n)

...
(xλ1, x12, x13, . . . xλn)

⇓
Selekce µ jedinc·

⇓

µ jedinc·



(x11, x12, x13, . . . x1n)
(x21, x22, x23, . . . x2n)
(x31, x32, x33, . . . x3n)

...
(xµ1, x12, x13, . . . xµn)

⇓
Náhodný výb¥r % jedinc·

⇓

% jedinc·



(x11, x12, x13, . . . x1n)
(x21, x22, x23, . . . x2n)
(x31, x32, x33, . . . x3n)

...
(x%1, x12, x13, . . . x%n)

⇓
Vygeneruj náhodn¥ pro kaºdý gen (0, n) náhodný chromosom z % jedinc·

⇓
Nový jedinec, sloºený z £ástí populace % x%

Obrázek 1.1: Pr·b¥h multirekombinace pro (µ/%, λ) ES

Obrázek 1.2: Jedno a dvoubodové k°íºení v GA
[32] Levý :Jednobodové k°íºení, Pravý :Dvoubodové k°íºení. Crossover point ozna£uje bod

k°íºení, tedy náhodnou hodnotu 0 < r < N . [32]
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Obrázek 1.3: Ukázka k°íºení u GA
Levý : Mutace jednoho bitu u jedince reprezentovaným binárním °et¥zcem o délce 8 bit·,
Pravý : Jednobodové k°íºení u jedinc· reprezentovaných binárním °et¥zcem o délce 8 bit·

populace, z níº vytvo°ím novou populaci, £áste£n¥ korelovanou s p·vodní. Pro generování
nové populace se v¥t²inou pouºívá normální rozd¥lení.

V p°ípad¥ CMA-ES probíhá mutace tak, ºe stávající populace jedinc· je pln¥ nahrazena
novými, normáln¥ rozd¥lenými jedinci, p°i£emº parametry pro normální rozd¥lení bere ze
stávající populace speciálním výpo£tem kovarian£ní matice a její st°ední hodnoty (st°ední
hodnota, jak jsem jiº zmínil je parametr selekce ).

Obdobn¥ jako u k°íºení, resp. rekombinace nelze popis zobecnit, nebo´ se li²í pro r·zné
algoritmy. Obecným rysem mutace je, ºe vná²í novou náhodnou sloºku do stávající populace,
která m·ºe být n¥kdy výhodná pro lep²í prohledání stavového prostoru.

1.2 Evolu£ní strategie

Evolu£ní strategie, je dal²í z kategorií evolu£ních výpo£t·. ES se li²í od GA tím, ºe vyuºívá
stávající reprezentaci jedinc· k tomu, aby mohla vygenerovat populaci novou v¥t²inou pomocí
normálního rozd¥lení. Populace jako celek tvo°í reprezentaci n¥jakého stavu v prostoru °e²ení
a vlastností celku nebo její podmnoºiny. Vyuºije p°i tom operátory k vytvo°ení nové populace.
Navzájem se od sebe ES mohou li²it r·znými p°ístupy k výpo£t·m parametr· normálního
rozd¥lení.

1.2.1 D¥lení evolu£ních strategií

Jelikoº práce s populací lze u ES zobecnit, byla vytvo°ena metodika ozna£ování kategorií ES.
Ozna£ení °íká co je vstupem a výstupem jednoho kroku (jedné generace) dané ES. Symbolem
µ zna£íme populaci, jenº byla vybrána k vytvo°ení nových jedinc· λ.
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1.2.1.1 (µ, λ)-ES

Z populace se vybere µ jedinc·, kte°í vytvo°í λ jedinc· do populace nové.

µ → (µ, λ)-ES → λ (1.1)

1.2.1.2 (µ+ λ)-ES

Z populace se vybere µ jedinc·, která vytvo°í λ jedinc· a výsledkem je slou£ení µ a λ.
Pro udrºení konstantní velikosti populace v generacích je resp. m·ºe být λ(worst) jedinc·
odstran¥no.

µ → (µ+ λ)-ES → µ+ λ
↘ µ ↗ (1.2)

1.2.1.3 (µ/%, λ)-ES

Z populace se vybere µ jedinc·, kte°í vytvo°í λ jedinc· do populace nové. V pr·b¥hu ES je
pouºit i operátor rekombinace, který je provád¥n nad % jedinci.

µ → (µ/%, λ)-ES → λ (1.3)

P°íkladem m·ºe být základní algoritmus CMA-ES, který je ozna£ován jako (µ/µW , λ)-ES,
£ímº °íká, ºe do rekombinace vstupuje µ jedinc·, kte°í jsou váºení jistou váhou (podle sub-
skriptu W ). V p°ípad¥ algoritmu CMA-ES ozna£ení °íká, ºe k°íºení probíhá nad µW = µ
jedinci.

Znakem % nemusíme zna£it mutirekombinaci, nicmén¥ informace za lomítkem je nositelem
informace o tom, co se d¥je v k°íºení. Coº by m¥lo u odpovídající ES blíºe speci�kováno.

1.2.1.4 (1 + λ)-ES

Z populace se vybere jeden jedinec, který vytvo°í λ jedinc· do nové populace.

1 → (1 + λ)-ES → 1 + λ
↘ 1 ↗ (1.4)

1.2.1.5 (1 + 1)-ES

Z populace se vybere jeden jedinec, který vytvo°í jednoho jedince do nové populace.

1 → (1 + 1)-ES → 1 + 1
↘ 1 ↗ (1.5)

Ve své podstat¥ je tato ES tzv. hill-climbing technikou, nebo´ ve své jedné generaci
vytvo°í nového jedince. Ten se p°idá do stávající populace a bu¤ zvít¥zí a z·stane, nebo,
je-li lep²í, bude odstran¥n.
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1.3 Matematický aparát

1.3.1 Newtonova metoda

Newtonova metoda, jak ukáºi pozd¥ji, má velmi blízko k algoritmu CMA-ES. Metoda je za-
loºena na vlastnostech inverzní Hessovy matice, která je práv¥ algoritmem CMA-ES aproxi-
mována.

Je to iterativní metoda pro hledání ko°en· rovnic. Lze ji ov²em pouºít i pro hledání
in�exních bod· funkcí, které mají druhou derivaci. Takºe hledáme poblíº lokální optima.

Budu p°edpokládat, ºe mám zadanou funkci f : R→ R, která má spojité druhé derivace,
zadaný výchozí bod x0 a hledám in�exní bod x∗ (první derivace je v bod¥ x∗ nulová). Budu
aproximovat funkci f Taylorovým polynomem druhého stupn¥ podle rovnice 1.6.

f (x+∆x) = f (x) +
df

dx
(x)∆x+

1

2

d2f

dx2
(x)∆x2 (1.6)

∆x je krok algoritmu, resp. délka kroku. Hledám takové ∆x, které je co nejblíºe nule.
Toto získám zderivováním výrazu 1.6 podle ∆x a vznikne:

df
dx (x) +

d2f
dx2 (x)∆x = 0

df
dx (x) +

d2f
dx2 (x) (xn − xn−1) = 0

xn − xn−1 = −
df
dx

(xn)
d2f

dx2
(xn)

xn = xn−1 −
df
dx

(xn)
d2f

dx2
(xn)

(1.7)

vy°e²ím-li tuto rovnici, odvodím rovnici pro Newtonovy metody [34]. Oby£ejné gradientní
metody berou v potaz pouze okamºitou hodnotu gradientu v ur£itém bod¥, tzn. sm¥r kolmý
na te£nu vrstevnice. U Newtonovy metody, pokud se bod, ze kterého vycházíme nachází
poblíº optima, sm¥°uje Newton·v sm¥r p°ímo ve sm¥ru optima. Na obrázku 1.3.1 je ukázka
ideálního sm¥ru Newtonova algoritmu pro kvadratickou funkci s nesymetrickou maticí A =(

1 1
1 3

)
pro dvourozm¥rný p°ípad.

Obrázek 1.3.1 ukazuje °ezy po 0.1 krocích kvadratickou funkcí.

Uvedl jsem výpo£et pro jednorozm¥rný p°ípad. Pro vícerozm¥rný p°ípad je nahrazena

první derivace gradientem 5f a
(
d2x
dx2

)−1
inverzním Hessiánem H−1 funkce f a pro víceroz-

m¥rný p°ípad rovnice vypadá následovn¥:

xn = xn−1 −H−1 5 f (xn−1) (1.8)

Obecn¥ lze samoz°ejm¥ aproximovat libovolnou funkci. Pro ukázku jsem na obrázcích
pouºil kvadratickou funkci, která není symetrická podle hlavních os. Pokud rozloºím matici
H−1 na vlastní £ísla a vlastní vektory, transformuje matice H−1 aproximaci na parabolu se
stejnou velikostí ve v²ech hlavních osách, pro níº je práv¥ gradient shodný s Newtonovým
sm¥rem (transformuji nesymetrické osy xAxT na symetrické xxT , pro níº je má gradient
p°ímo sm¥r k optimální hodnot¥).
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Obrázek 1.4: Newton·v sm¥r.
Hledáme-li nejmen²í hodnotu pro kvadratickou funkci xAxT charakterizovanou A =(

1 1
1 3

)
. �ervenou barvou je vyzna£en Newton·v sm¥r a £ím sv¥tlej²í £erná, tím men²í

hodnota.
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Obrázek 1.5: Newton·v sm¥r i záporný gradient
Hledáme-li nejmen²í hodnotu pro kvadratickou funkci xxT má záporný gradient a Newton
stejný sm¥r k minimu. �ervenou barvou je vyzna£en Newton·v sm¥r a £ím sv¥tlej²í £erná,
tím men²í hodnota.
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Povinnost existence druhé derivace metod¥ výrazn¥ omezuje pouºití, nebo´ ne vºdy je
funkce spojitá. Dal²í v¥cí je samotný výpo£et inverzního Hessiánu, který m·ºe být výpo£etn¥
náro£ný.

1.3.2 Matice

V následující tabulce vyjád°ím n¥kolik podstatných vlastností, které budu pouºívat p°i
úpravách matic nebo se na n¥ budu odkazovat. Symbolem A budu ozna£ovat libovolnou
reálnou £tvercovou matici, B matici vlastních vektor· k odpovídací matici, D diagonální
matici, p°ípad¥ diagonální matici vlastních £ísel odpovídající matice a je I maticí identity.
Takto ozna£ených symbol· se budu drºet i ve zbytku mé práce, pokud neuvedu n¥co jiného.

Název Zna£ení Podstatná vlastnost
Diagonální matice diag (d1, . . . , dn) Platí DT = D,

báze je I
Vlastní vektory B = I
AD = DAT

Symetrická matice AT = A

Ortonormální báze B = B−1

BBT = I

Pozitivn¥ de�nitní ∀x ∈ Rn xAxT > 0
matice Vlastní £ísla jsou > 0

Pozitivn¥ semide�nitní ∀x ∈ Rn xAxT ≥ 0
matice Vlastní £ísla jsou ≥ 0

P°edchozí vlastnosti vychází z [28] a [27].

De�nice Hessova matice: Matice H je Hessián (Hessova matice) typu (n, n) parciálních
derivací skalární funkce f (x1, x2, x3, . . . xn) je li funkce dvakrát spojit¥ derivovatelná podle
kaºdé ze svých argument·

H =



∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1x2

· · · ∂2f
∂x1xn

∂2f
∂x2x1

∂2f
∂x2

2
· · · ∂2f

∂x2xn

...
...

. . .
...

∂2f
∂xnx1

∂2f
∂xnx2

· · · ∂2f
∂x2

n

 (1.9)

De�nuji podmínku symetrie Hessovy matice, která vychází ze Schwarzovy v¥ty (upravená
de�nice podle [24]):

De�nice Schwarzova v¥ta: Jsou-li parciální derivace funkce f podle argument· xi a xj spo-
jité a derivovatelné na otev°ené mnoºin¥ je parciální derivace totoºná pro ∂2f

∂xixj
= ∂2f

∂xjxi

Jestliºe funkce f spl¬uje Schwarzovu v¥tu, je Hessova matice symetrická. Nyní je²t¥ de�nuji
kovarian£ní matici:
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De�nice Kovarian£ní matice: Matice C je kovarian£ní matice typu (n, n), kde na kaºdém
prvku i, j matice je kovariance náhodného vektoru i-tého a j-tého jevu. Symbolem C(X1, X2)
ozna£uji kovarianci náhodných jev· X1 a X2 a D(X) varianci jevu [31]:

C =


D(X1) C(X1, X2) · · · C(X1, Xn)

C(X2, X1) D(X2) · · · C(X2, Xn)
...

...
. . .

...
C(Xn, X1) C(Xn, X2) · · · D(Xn)

 (1.10)

Kovarian£ní matice udává tvar a sm¥r funkce hustoty vícerozm¥rného normálního rozd¥-
lení N , o níº se zmíním více v kapitole o normálním rozd¥lení. Jelikoº platí C (X1, X2) =
C (X2, X1), je matice symetrická a pozitivn¥ semide�nitní.

1.3.3 Vlastní £ísla a vlastní vektory matic

Vlastnosti vlastních £ísel jsou pro algoritmus CMA-ES podstatné, proto je zde de�nuji a
vysv¥tlím jejich vlastnosti, které úzce souvisí s algoritmem. Pro zjednodu²ení budu p°edpok-
ládat, ºe jsou matice reálné.

1.3.3.1 De�nice vlastních £ísel a vlastních vektor·

De�nice Vlastní £ísla a vlastní vektory: Nech´C je £tvercová pozitivn¥ de�nitní matice typu
(n, n). �íslo d2 ∈ R se nazývá vlastním £íslem matice A, pokud existuje nenulový vektor
b ∈ Rn takový, ºe:

Cb = d2b (1.11)

Vektor b, který spl¬uje uvedenou rovnost, se nazývá vlastní vektor matice A p°íslu²ný
vlastnímu £íslu d2. [27]

Je-li matice C pozitivn¥ de�nitní, jsou v²echna vlastní £ísla v¥t²í neº 0.

Pro zjednodu²ení budu pouºívat maticové zna£ení, kde matice B =
[
bT
1 , . . . ,b

T
n

]
p°ed-

stavuje matici vlastních vektor· a kaºdý sloupec p°edstavuje vlastní vektor, se°azený v kle-
sající posloupnosti podle jejich odpovídajících vlastních £ísel. Vlastní £ísla budu zna£it d2i
a pro mnoºinu vlastních £ísel budu pouºívat diagonální matici D2 = diag

(
d21, . . . , d

2
n

)
, kde

odpovídající pozice na diagonále odpovídá její velikosti od nejv¥t²ího do nejmen²ího vlast-
ního £ísla.

Rozvedu vlastnosti vlastních £ísel z rovnice 1.11 v de�nici. Podle [11] p°edpokládám, ºe
C je symetrická a pozitivn¥ de�nitní matice, která má ortonormální bázi tvo°enou sloupci s
vlastními vektory B = [b1, . . . ,bn] s odpovídajícími vlastními £ísly D2 = diag

(
d21, . . . , d

2
n

)
.

Takºe matici C lze vyjád°it jako rozklad podle rovnosti 1.12.

C = BD2BT = Bdiag
(
d21, . . . , d

2
n

)
BT (1.12)
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Od této chvíle budu symbolem D2 ozna£ovat diagonální matici vlastních £ísel a B matici
vlastních vektor· k odpovídající matici.

Rovnice 1.12 platí, protoºe vektory v matici B jsou navzájem ortonormální. Kdyº vyná-
sobím rovnici inverzní maticí pro níº platí B = B−1 (viz. vlastnosti ortonormálních matic),
dostanu rovnost z de�nice pro vlastní £ísla a vlastní vektory. Pomocí rovnosti 1.12 lze nalézt
velmi elegantn¥ inverzní matici C.

C−1 =
(
BD2BT

)−1

= B−1D−2
(
BT
)−1

= BD−2BT

(1.13)

a druhá odmocina z C je

C
1
2 =

(
BD2BT

) 1
2

= BDBT
(1.14)

Dokáºi tvrzení v 1.14. Hledám takové C
1
2 , aby platil výraz C = C

1
2

(
C

1
2

)T
. Pouºiji

de�novaný vztah 1.14 a upravím jej s vlastností komutativity násobení diagonálních matic,
tedy ºe platí BD = BTD.

C = C
1
2C

1
2

= BDBT︸ ︷︷ ︸
BD

BTD︸ ︷︷ ︸
DB

B =

= BBD2︸ ︷︷ ︸
D2BT

BB =

= BD2BTB︸ ︷︷ ︸
I

B =

= BD2BT

(1.15)

Výsledkem násobení C
1
2

(
C

1
2

)T
je op¥t kovarian£ní matice C = BD2BT , £ímº jsem

dokázal platnost tvrzení C
1
2 = BDBT . Vztah 1.14 pouºiji p°i výpo£tu jednoho z parametr·

algoritmu CMA-ES, proto ho zde pro úplnost uvádím.
Na obrázku 1.3.3.1 je zobrazená skupina bod· kruºnice ([sin t, cos t] pro t = 〈0, 2π〉), která

je zobrazena na matici C. Z obrázku je zjevné, ºe ve sm¥ru vlastních vektor· s nejv¥t²ím
d2i nebo nejmen²ím d2n vlastním £íslem mají hodnoty x nejv¥t²í nebo nejmen²í nár·st. Dal²í
vlastností je, ºe vlastní vektory nejsou rotovány maticí C, coº plyne p°ímo z de�nice, nebo´
kaºdý sou£in vlastního vektoru a jeho odpovídající matice je násobek vlastního vektoru a
jeho vlastního £ísla.

V p°ípad¥ první matice identity, jejíº vlastní £ísla jsou d21 = d22 = 1 nedochází k ºádné
zm¥n¥, jedná se o identické zobrazení, coº odpovídá levému obrázku 1.3.3.1. V p°ípad¥ matice

C =

(
0.5 0
0 0.75

)
, která má vlastní £ísla d21 = 0.75 a d22 = 0.5 dochází ke zmen²ení ve sm¥ru

odpovídajících vlastních vektor·. A protoºe je báze (a matice vlastních vektor·) B = I, jsou
vlastní vektory ve sm¥ru hlavních os, takºe zobrazení zm¥ní velikost, ale neoto£í kruºnici, coº
odpovídá 1.3.3.1. V posledním p°ípad¥ se celé zobrazení oto£í ve sm¥ru nejv¥t²ího vlastního
vektoru s nejv¥t²ím vlastním £íslem.
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Obrázek 1.6: Geometrická interpretace rozkladu na vlastní £ísla a vektory.
Modrá kruºnice p°edstavuje sou°adnice jednotkové kruºnice a £ervená zobrazení jednotkové
na matici A. Levý : Rozklad na vlastní £ísla d21 = 1 a d22 = 1 a vlastní vektory x1 (1, 0),

x2 = (0, 1) matice

(
1 0
0 1

)
, Prost°ední: Rozklad na vlastní £ísla d11 = 0.75 a d22 = 0.5 a

vlastní vektory x1 (1, 0), x2 = (0, 1) matice

(
0.5 0
0 0.75

)
, Pravý : Rozklad na vlastní £ísla

d21 ≈ 3.6180 a d22 ≈ 1.3820 a vlastní vektory x1 ≈ (0.5257, 0.8507), x2 ≈ (−0.8507, 0.5257)

matice

(
2 1
1 3

)

1.3.4 Normální rozd¥lení

S normálním rozd¥lením pracuje algoritmus CMA-ES, vysv¥tlím a rozvedu n¥kolik podstat-
ných vlastností.

Náhodný vektor s normálním rozd¥lením budu zna£it N (m,C), abych udrºel shodnou
notaci s v¥t²inou literatury na problematiku adaptace kovarian£ních matic.

Podle [18] platí pro N (m,C) 1.16:

N (m,C) ≡ m+N (0,C)

≡ m+C
1
2N (0, I)

≡ m+BDBTN (0, I)︸ ︷︷ ︸
N (0,I)

≡ m+BDN (0, I)︸ ︷︷ ︸
N (0,D2)

≡ m+BN
(
0,D2

)
(1.16)

Symbolem ≡ °íkám, ºe vztahy ve výrazu 1.16 jsou de�ni£n¥ ekvivalentní.
Rovnice 1.16 ukazuje v jednotlivých °ádcích n¥kolik vlastností, které mají vztah s rozk-

ladem na vlastní £ísla. Postupn¥ je podrobn¥ uvedu:

1. P°edpokládám, ºe mám normální rozd¥lení s nulovou st°ední hodnotou a symetrickou,
pozitivn¥ de�nitní matici C.

2. Kovarian£ní matice C je druhá odmocnina zobrazení do normálního rozd¥lení N (0, I).

3. Matice C
1
2 má odpovídající rozklad BDBT podle rovnice 1.14.



1.3. MATEMATICKÝ APARÁT 13

−4 −2 0 2 4
−4

−2

0

2

4

 

 
N(0,C)
C

−4 −2 0 2 4
0

5

10

15

Number

O
cc

ur
en

ce
s

−4 −2 0 2 4
−3

−2

−1

0

1

2

3

 

 

N(0,C)
C

−4 −2 0 2 4
0

2

4

6

8

10

12

Number

O
cc

ur
en

ce
s

−5 0 5
−10

−5

0

5

10

 

 

N(0,C)
C

−10 −5 0 5 10
0

5

10

15

Number

O
cc

ur
en

ce
s

Obrázek 1.7: Vizualizace normálních rozd¥lení.
Grafy jsou pro dva rozm¥ry v p°ípad¥ r·zných kovarian£ních matic C s nulovou st°ední
hodnotou. Na dolních grafech jsou odpovídající histogramy k danému rozd¥lení. Levý :
Normální rozd¥lení pro kovarian£ní matici C = I2, Prost°ední: Normální rozd¥lení pro

symetrickou pozitivn¥ de�nitní kovarian£ní matici C =

(
0.5 0
0 0.75

)
, Pravý : Normální

rozd¥lení pro nesymetrickou pozitivn¥ de�nitní kovarian£ní matici C =

(
2 1
1 3

)
. Z

histogram· je dále vid¥t, ºe pravd¥podobnost daného jevu klesá se vzdáleností od st°ední
hodnoty m = 0.
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4. Protoºe BT je ortonormální, platí pro ni BBT = BTB = I. Pokud p°esuneme matici
B do normálního rozd¥lení (tzn. vynásobím maticí transponovanou), vznikne matice
identity (BTN (0, I) = N

(
0,BTB

)
= N (0, I)).

5. P°esunu-li D do pozice kovarian£ní matice, tak stejn¥ jako se kovarian£ní matice
odmocnila p°i p°esunu z pozice kovariance v normálním rozd¥lení, tak umocním D

druhou mocninou (DN (0, I) = N
(
0,DDT

)
= N

(
0,D2

)
.

6. Matice B pooto£í rozd¥lení podle vlastních vektor· kovarian£ní matice normálního
rozd¥lení, které bude osov¥ soum¥rné s hlavními osami o velikosti vlastních £ísel (nebo´
D = diag

(
d21, . . . d

2
n

)
).
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Analýza algoritmu CMA-ES

Algoritmus CMA-ES je stochastická ES, pro optimalizaci nelineárních a nekonvexních fun-
kcí. V této ES je populace navzorkovaná podle mnoharozm¥rného normálního rozd¥lení
N (m,C). Normální rozd¥lení ur£uje kovarian£ní matice C a st°ední hodnota m. Tyto
prom¥nné jsou podle kvalitní populace adaptovány. Vzájemné vlastnosti jsou modelované
kovarian£ní maticí C [30].

Algoritmus prokázal velmi dobré výsledky na v¥t²in¥ vícerozm¥rných funkcí oproti svým
velmi silným konkurent·m a má velkou podporu v komunit¥ která se zabývá se optimalizací
i p°es to, ºe se jedná o pom¥rn¥ nový algoritmus. Více k experiment·m je v [7].

Snaºil jsem se, aby v¥t²ina symbol·, jimiº ozna£uji prom¥nné algoritmu, byly shodné s
£lánkem [11], ze kterého jsem algoritmus zkoumal. Pro zlep²ení £itelnosti popisu algoritmu

pouºiji substituci yi:λ =
x
(g+1)
i:λ

−m(g)

σ(g) . Obecný p°epis CMA-ES do obecného kódu který je
schopen pracovat s maticemi je v algoritmu 2.

2.1 Podrobný popis krok· algoritmu

2.1.1 Generování

V kaºdém krok algoritmu se vygeneruje populace podle normálního rozd¥lení o velikosti λ
podle kovarian£ní matice C(g) a váºené st°ední hodnoty m(g).

x
(g+1)
k ≈ σ(g)N

(
m(g),C(g)

)
≈m(g) + σ(g)N

(
0,C(g)

)
∀k = 1 . . . λ (2.1)

Symbolem ≈ zna£ím generování náhodných vektor· (a tedy i nové populace) podle
odpovídajícího normálního rozd¥lení N

(
m(g),C(g)

)
. V p°ípad¥, ºe se jedná o první krok,

populace se vygeneruje podle kovarian£ní matice tak, aby bylo normální rozd¥lení jednotkové
a násobené σ(0) = 0.5. Tento p°ípad odpovídá levému obrázku 1.3.3.1.

V dal²ích generacích m·ºe nastat n¥kolik situací v závislosti na kovarian£ní matici C(g).
Rozloºím-li Cg = B(g)D2B(g) pak:

• Je-li C(g) = I tedy B(g) = B(g)T = D2 = I, pak normální rozd¥lení m·ºe odpoví-
dat levému obrázku 1.16. Rozd¥lení má stejnou pravd¥podobnost ve v²ech sm¥rech se
stejnou vzdáleností od st°ední hodnoty. Tomuto stavu odpovídá po£áte£ní stav.

15
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Inicializace:1

m = rand ()n2

σ = 1
23

λ = 4 + blog (3 logN)c4

µ = bλ2 c5

∀i = 1 . . . µ:wi =
ln(λ

2
+0.5)−ln i∑µ

j=1
ln(λ

2
+0.5)−ln j6

µeff =

∑N

i=1
wi∑N

i=1
w2

i
7

(cc, cσ, c1, cµ) =

(
4+

µeff
N

N+4+2
µeff
N

,
µeff+2

N+µeff+5 ,
2

(n+1.3)2+µeff
,
2(µeff−2+ 1

2)
(N+2)2+µeff

)
8

dσ = 1 + 2max

(
0,
√

µeff−1
n+1 − 1

)
+ cσ

9

pc = pσ (0, . . . 0)
T

10

C
1
2 = C = B = diag (1, 1, . . . 1)11

D = diag (1, . . . , 1)12

eigeneval = 013

while not zastavovací kritérium spln¥no do14

Generování λ jedinc· normáln¥ rozd¥lených N (m,C)15

Vyhodnocení �tness kaºdého jedince f (xi) ∀1 ≤ i ≤ λ16

Selekce a rekombinace z µ jedinc· m(g+1) =
∑µ

i=1wixi:λs17

Výpo£et p(g+1)
σ = (1− cσ)p

(g)
σ +

√
cσ (2− cσ)µeffC

(g)−
1
2 m(g+1)−m(g)

σ(g)18

p
(g+1)
c = (1− cc)p

(g)
c +

√
cc (2− cc)µeff

m(g+1)−m(g)

σ(g)19

C(g+1) = (1− c1 − cµ)C
(g) + c1p

(g+1)
c p(g+1)

c

T︸ ︷︷ ︸
rank−1−update

+cµ

µ∑
i=1

wiy
(g+1)
i:λ yi:λ

(g+1)
T

︸ ︷︷ ︸
rank−µ−update20

σ(g+1) = σ(g)e

(
cσ
dσ

(
‖p(g+1)

σ ‖
E‖N (0,I)‖−1

))
21

g ← g + 122

end23

Algorithm 2: Základní algoritmus (µ/µW , λ) CMA-ES



2.1. PODROBNÝ POPIS KROK� ALGORITMU 17

• Je-li B(g) = B(g)T = I, pak normální rozd¥lení m·ºe odpovídat prost°ednímu obrázku
1.16. Rozd¥lení má v¥t²í pravd¥podobnost ve sm¥ru té hlavní osy, která má nejv¥t²í
vlastní £íslo.

• Je-li B(g) 6= I, pak rozd¥lení m·ºe odpovídat pravému obrázku 1.16. Rozd¥lení má
v¥t²í pravd¥podobnost vzniku ve sm¥ru vlastních vektor· b

(g)
i s nejv¥t²ím vlastním

£íslem d2ii.

2.1.2 Vyhodnocení

Vyhodnotí se kvalita v²ech λ jedinc· nové populace, tak abychom m¥li set°íd¥nou populaci.
Takºe máme set°íd¥nou posloupnost x

(g)
i:λ takových jedinc·, ºe platí f

(
x
(g)
1:λ

)
≤ f

(
x
(g)
2:λ

)
≤

. . . f
(
x
(g)
λ:λ

)
, hledám-li minimum �tness funkce f . Naopak hledáme-li maximum tak máme

posloupnost x(g)
i:λ jedinc· takových, ºe platí f

(
x
(g)
1:λ

)
≥ f

(
x
(g)
2:λ

)
≥ . . . f

(
x
(g)
λ:λ

)
.

2.1.3 Selekce a rekombinace

Ze set°íd¥né populace vybereme µ nejlep²ích a z nich pak spo£ítáme váºenou st°ední hodnotu.

m(g+1) =
µ∑

i=1

wix
(g+1)
i:λ (2.2)

Hodnotu vah je doporu£ováno volit tak, aby nejv¥t²í váhu m¥li nejlep²í jedinci a postupn¥
se sniºovala. Zárove¬ by m¥l její sou£et být 1. Jedna z pouºitých funkcí pro výpo£et vektoru

vah je nap°. wi =
ln(λ

2
+0.5)−ln i∑µ

j=1
ln(λ

2
+0.5)−ln j

. Na obrázku 2.1 je graf vah pro sto-dimenzionální p°ípad

(µ je v tomto p°ípad¥ 8).
Váºená st°ední hodnota m(g+1) z µ jedinc· udává, kde bude nejv¥t²í pravd¥podobnost

výskytu jedinc· v následující generaci. Výpo£et m(g+1) reprezentuje selekci.

2.1.4 Výpo£et pσ

Hodnota pσ slouºí k výpo£tu hodnoty σ, tedy velikost kroku algoritmu (tzv. step-size
parametru). P°i výpo£tu kovarian£ní matice C se prom¥nná pσ nevyskytuje, ale ovliv¬uje
hodnotu σ. Ta udává velikost násobku normáln¥ vygenerovaných hodnot. Parametrem σ
ovliv¬ujeme pouze velikost kroku (normálního rozd¥lení) protoºe parametry C a m neudá-
vají velikost, ale pouze pozici a sm¥r. Rovnice 2.3 po£ítá novou hodnotu p

(g+1)
σ :

p(g+1)
σ = (1− cσ)p

(g)
σ +

√
cσ + (2− cσ)µeffC

(g)−
1
2
m(g+1) −m(g)

σ(g)︸ ︷︷ ︸
evolution path

(2.3)

Na za£átku je hodnota p
(0)
σ nulová. V kaºdé dal²í generaci se m¥ní podle velikosti vz-

dálenosti hodnot mezi sou£asnou generací m(g+1) a p°edchozí m(g). Hodnotu C(g)−1 1
2 lze

p°epsat dále podle 1.14 na B(g)D(g)−1
B(g)T . Transformace provádí postupným násobením

maticemi rozkladu následující kroky:
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Obrázek 2.1: Váhy wi pro váºení jedinc· p°i po£ítání m. Na horizontální ose je po°adí vah,
p°i£emº první je váha pro nejsiln¥j²ího jedince (f (x1:λ)). Poslední pro nejslab²ího jedince
(f (xµ:λ)), který pro²el selekcí.

• B(g)T oto£í m(g+1)−m(g)

σ(g) podle B(g)

• D(g)−1
zm¥ní velikosti v hlavních osách sou°adného systému tak, aby byly stejn¥ velké.

• B(g) oto£í m(g+1)−m(g)

σ(g) do p·vodního sou°adného systému (protoºe platí BBT = I).

Násobením C− 1
2 dosáhneme toho, ºe hodnoty pσ budou nezávislé na velikosti kovarian£ní

matice a to díky násobení D−1.

Vliv C− 1
2 ukazuje obrázek 2.3, kde se hodnota p

(g)
σ nem¥ní s poklesem L2 normy kovar-

ian£ní matice ‖C(g)‖2 =
√
maxD (norma je podle [33]).

Vysv¥tlím, co znamená evolu£ní cesta [18] (p°eklad z angl. evolution path). V pr·b¥hu
výpo£tu algoritmu se p°esouvá postupn¥ st°ední hodnota z m(g) do m(g+1), která p°ibliºn¥
udává, jakou cestu algoritmus v pr·b¥hu generací pro²el. A pokud se hodnoty m(g) a m(g+1)

pohybují v generacích p°ibliºn¥ v okolí stejné hodnoty, tak se vyru²ují. To °íká, ºe algoritmus
se pohybuje kolem n¥jakého bodu a je vhodné zmen²it hodnotu σ(g+1) < σ(g) v dal²í generaci.
P°íklad takové evolu£ní cesty je na obrázku 2.2 nalevo. Druhý opa£ný p°ípad, který m·ºe
nastat je, ºe cesty mají p°ibliºn¥ stejný sm¥r, takºe se nevyru²ují a je naopak vhodné zv¥t²it
hodnotu σ(g+1) > σ(g), viz. obrázek 2.2 napravo.

D¥lení σ(g) rozdílu m(g+1)−m(g)

σ(g) je pouºito p°i generování populace jako násobek normál-
ního rozd¥lení z výrazu 2.1, takºe hodnotu rozdíl· normalizujeme.

Pro uchování vztahu s hodnotami pσ v p°edchozích generacích je pouºito tzv. exponen-
ciální vyhlazování (p°eklad z angl. exponential smoothing) s p°edchozími hodnotami. Za p°ed-
pokladu µeff = 1 (sou£et v²ech vah v selekci dává 1) je hodnota (1− cσ)

2+
√
cσ (2− cσ)

2
= 1.
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Obrázek 2.2: Ukázky dvou evolu£ních cest
Na levém obrázku je vid¥t, ºe se st°ední hodnoty m(g+1 a m(g) pohybují v svém okolí
a navzájem se vyru²ují, takºe velikost σ(g+1) by m¥la být zmen²ena, £ímº se zmen²í i ²í°ka
normálního rozd¥lení p°i generování nové populace. Zatímco na pravém obrázku mají st°ední
hodnotym(g+1) am(g) podobný sm¥r a navzájem se nevyru²ují, takºe velikost σ(g+1) by m¥la
být zv¥t²ena.

Pro cσ = 1 si neuchovává ºádnou historii a pro cσ < 1 p°i£ítá historii úm¥rn¥ se zmen²ováním
cσ. Pro cσ = 0 bere v potaz pouze historii, coº je nep°ípustná hodnota.

Volba konstanty cσ je doporu£ena jako cσ =
µeff+2

N+µeff+5 [18].

Je dokázáno, ºe hodnota p(g+1)
σ má za p°edpokladu náhodné selekce hodnotm(g) am(g+1)

rozd¥lení jako N (0, I) [18].

2.1.5 Výpo£et pc

Obdobn¥ jako p
(0)
σ platí, ºe na za£átku je hodnota p

(0)
c = 0. Hodnota pc slouºí k tzv. rank-1-

update výpo£tu. Výpo£et se nazývá rank-1-update, protoºe sou£in p
(g+1)
c p

(g+1)
c

T
má hodnost

1.

p(g+1)
c = (1− cc)p

(g)
c +

√
cc (2− cc)µeff

m(g+1) −m(g)

σ(g)︸ ︷︷ ︸
evolution path

(2.4)

Ve výrazu 2.4 pro výpo£et p(g+1)
c zlomek m(g+1)−m(g)

σ(g) udává jeden ze sm¥r·, v jakém se
má nová kovarian£ní matice sm¥rovat, resp. v jakém sm¥ru zvý²it pravd¥podobnost výskytu

(p°i£tení p(g+1)
c p

(g+1)
c

T
p°idá nový vlastní vektor ke kovarian£ní matici).

Rozdíl vzdáleností st°edních hodnot m(g+1)−m(g)

σ(g) p°idává setrva£nost cesty ke kovarian£ní

matici.Pomocí sou£inu p
(g+1)
c p

(g+1)
c

T
zm¥ní tvar (a sm¥r) C(g+1) tak, aby se ve sm¥ru rozdílu

zvý²ila pravd¥podobnost t¥ch hodnot, kam se nová st°ední hodnota m(g+1) posunula.
Je dokázáno, ºe velikost vektoru pc má, za p°edpokladu cc = 1 a µeff = 1 stejné rozd¥lení,

jako N (0,C) [18].
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Na obrázku 2.3 je vid¥t rozdíl vlivu normy kovarian£ní matice ‖C(g)‖2 na hodnoty ‖p(g)
c ‖

a ‖p(g)
σ ‖. Zatímco pokles normy ‖C(g)‖ ovlivní velikost ‖p(g)

c ‖, tak hodnota ‖pg
σ‖ je na

velikosti kovarian£ní matice nezávislá.

2.1.6 Výpo£et kovarian£ní matice C

Výsledek výpo£tu kovarian£ní matice C udává sm¥ry v¥t²ích hustot pravd¥podobností nor-
málního rozd¥lení. C ur£uje sm¥r kam se zv¥t²í pravd¥podobnost výskytu dal²í generace.

Velikost normálního rozd¥lení je ur£ována velikostí vlastních £ísel D2 a sm¥r vlast-
ními vektory matice C(g). Podle matice vlastních £ísel D2 se transformuje funkce hustoty
pravd¥podobnosti podle odpovídajících velikostí v hlavních osách a následn¥ se rozd¥lení
oto£í podle matice vlastních vektor· B (zobrazení na bázi B). Z toho co jsem °ek plyne, ºe
nová populace bude mít zvý²enou pravd¥podobnost ve sm¥rech vlastních vektor· s v¥t²ími

vlastními £ísly. Pro lep²í £itelnost výrazu 2.5 pouºiji substituci y(g+1)
i:λ =

x
(g+1)
i:λ

−m(g)

σ(g) .

C(g+1) = (1− c1 − cµ)C
(g) + c1p

(g+1)
c p(g+1)

c

T︸ ︷︷ ︸
rank−1−update

+cµ

µ∑
i=1

wiy
(g+1)
1:λ y

(g+1)
i:λ

(g+1)

︸ ︷︷ ︸
rank−µ−update

(2.5)

Výpo£et pc ozna£ený jako rank-1-update jsem popsal v p°edchozím odstavci, nyní vysv¥tlím
interpretaci druhého £lenu rank-µ-update ve výrazu 2.5.

Obdobn¥ jako v p°ípad¥ rank-1-update, kde 1 udává, ºe hodnost této operace je 1, tak
rank-µ-update udává hodnost min (µ, n) váºeného sou£tu sou£in· výsledku z 2.5.

Odvodím rovnici 2.5. Budu p°edpokládat, ºe kovarian£ní matici po£ítám pouze z aktuální
populace podle vzorce 2.6:

C(g+1)
µ =

µ∑
i=1

wi

(
x
(g+1)
i:λ −m(g)

) (
x
(g+1)
i:λ −m(g)

)T
(2.6)

Pokud mám dostate£n¥ velkou populaci vybraných jedinc·, tak pomocí rovnice 2.6 mohu
odhadovat hodnotu kovarian£ní matice C. Tento odhad je na obrázku 2.4, kde populace je
tvo°ena λ = 300 jedinci, z nichº je vybráno µ = 100 jedinc· podle jejich �tness funkce f .
Vzniká ale problém s historií, nebo´ v p°ípad¥ rovnice 2.6 zahazuji v kaºdé nové generaci
p°edchozí hodnoty C(g), coº m·ºe zp·sobit p°íli² rychlou konvergenci k lokálnímu optimu,
nebo naopak p°íli² velkou divergenci (slepé prohledávání stavového prostoru, ztráta pozi-
tivní de�nitnosti C), proto ve vzorci 2.6 zohledním historii, p°i£emº v¥t²í váhu bude mít ta
nedávná.

C(g+1) = (1− cµ)C
(g) + cµ

1

σ(g)2
C

(g+1)
µ

= (1− cµ)C
(g) + cµ

µ∑
i=1

wiy
(g+1)
i:λ y

(g+1)
i:λ

T

︸ ︷︷ ︸
rank−µ−update

(2.7)

P°idáme-li k výpo£tu 2.7 výpo£et rank-µ-update vznikne nám rovnice pro výpo£et 2.5.
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Obrázek 2.3: Vliv rozdílu st°edních hodnot
Vliv

∑N
i=1

m(g+1)−m(g)

σ a ‖C(g)‖2 na hodnotu normy ‖pc‖ a ‖pc‖ pro funkci f (x) = xxT p°i

ignorování p°edchozích hodnot p(g)
c a pσ (tzn. cc = 1, cσ = 1).
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Obrázek 2.4: Odhad konvergence algoritmu CMA-ES.
Pokud po£ítáme kovarian£ní matici podle vzorce 2.6. Hledáme minima dvou funkcí, které jsou
na obrázku charakterizované stupn¥m ²edi. Modrou barvou vizualizuji kovarian£ní matici v
dané generaci a £ervenou odpovídací st°ední hodnotu m Levý : Funkce f(x, y) = −x − y.
Pravý : Funkce f(x+ y) = x2 + y2.

Volba cµ je kritická, nebo´ v p°ípad¥ malých hodnot m·ºe kovarian£ní matice konvergovat
p°íli² pomalu nebo naopak p°i velkých hodnotách cµ m·ºe zanedbávat nov¥ vypo£tené sm¥ry.

Empiricky je hodnota doporu£ená jako cµ
2(µeff−2+ 1

2)
(N+2)2+µeff

.

Vlastnosti rank-µ-update p°idávají tedy k výpo£tu C(g+1) vlastnosti celé µ populace.

Spojením rank-1-update a rank-µ-update získáme dobré vlastnosti ze stávající populace
s uchováním £ásti informace s historii, z £ehoº vznikne rovnice 2.5

2.1.7 Výpo£et hodnoty σ

Hodnota σ udává ²í°i rozd¥lení pro normální rozd¥lení. Ozna£uje se i step-size parametr.
Primární veli£ina, která ovliv¬uje velikost σ(g+1) je Eukleidovská norma ‖p(g+1)

σ ‖ v pom¥ru
k Eukleidovské norm¥ o£ekávané hodnoty rozd¥lení ‖N (0, I) ‖. Norma ‖N (0, I) ‖ je ur£ena
podle [11] jako ‖N (0, I) ‖ =

√
n + O

(
1
n

)
= N0.5

(
1− 1

(4N) +
1

(21N2)
)
)
, kde N je dimenze

�tness funkce f .

• Pro ‖p(g+1)
σ ‖ = ‖N (0, I) ‖ bude hodnota σ(g+1) = σ(g)

• Pro ‖p(g+1)
σ ‖ > ‖N (0, I) ‖ bude hodnota σ(g+1) > σ(g)

• Pro ‖p(g+1)
σ ‖ < ‖N (0, I) ‖ bude hodnota σ(g+1) < σ(g)

Konstanta dσ je ur£ena empiricky jako dσ = 1 + 2max

(
0,
√

µeff−1
n+1 − 1

)
+ cσ.
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2.1.8 Zastavovací kritéria

Krom¥ klasických zastavovacích kritérií (n¥kdy také zastavovací podmínky), jako po£et vy-
hodnocení prom¥nných, po£et krok· algoritmu nebo dosaºení poºadované �tness m·ºe algo-
ritmus zastavit i n¥kolik jiných kritérií, které vycházejí z jeho prom¥nných.

V²echna zastavovací kritéria vycházející z vlastností algoritmu podle £lánku [18] jsem
implementoval do knihovny.

Následující podmínky jsou nezávislé na problému:

• NoE�ectAxis - Zastav jestliºe 0.1 sm¥rodatné odchylky v n¥které z komponent C(g)

p°i£tené k m(g) nezm¥ní jeho hodnotu.

• NoE�ectCoord - Zastav jestliºe p°i£tení 0.2 sm¥rodatné odchylky v n¥jaké i-té osy
nezm¥ní hodnotu m(g+1) v dané sou°adnici m(g+1)

i .

• EqualFunValues -Zastav jestliºe 10+d30nλ e generacích je hodnota
∑10+d 30n

λ
e

g=0 f
(
x
(g)
1:λ

)
rovna 0.

• ConditionCov - Zastav jestliºe £íslo podmín¥nosti kovarian£ní matice C je v¥t²í neº
κ = 1014.

A následující podmínky mají parametr, který se m·ºe m¥nit v závislosti na °e²eném
problému:

• TolFun - Zastav jestliºe 10 + d30nλ e generacích je hodnota
∑10+d 30n

λ
e

g=0 f
(
x
(g)
1:λ

)
men²í

nebo rovna TolFun.

• TolX - Zastav jestliºe sm¥rodatná odchylka normálního rozd¥lení je ve v²ech osách
men²í neº hodnota TolX a jestliºe hodnota σ(g)p

(g)
c je ve v²ech osách men²í neº TolX.

Zastavovací podmínky NoE�ectAxis, NoE�ectCoord, ConditionCov a TolX p°e-
pí²i do formy, v níº jsem s prom¥nnými algoritmu schopen vyhodnotit zda jsou platné. Po-
drobn¥ji se o zastavovacích podmínkách zmíním v £ásti v¥nované implementaci zastavovacích
podmínek.

2.2 Vlastnosti algoritmu CMA-ES

Algoritmus CMA-ES je vhodný pro optimaliza£ní problémy, kde klasické metody druhého
°ádu (quasi-Newton metoda, metoda sdruºených gradient·) mohou selhat v n¥kterých funk-
cích [18].

2.2.1 Invariance

Mezi nejzajímav¥j²í vlastnost pat°í invariance. V následujícím seznamu vyjmenuji tyto vlast-
nosti a úpravy k dosaºení invariance.
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• Invariance proti translaci, kdy posunu celou �tness funkci o t, takºe �tness funkce bude
f (x+ t). Pokud odpovídajícím zp·sobem upravím p·vodní po£áte£ní st°ední hodnotu
m(0) na posunutou st°ední hodnotu m

(0)
t = m(0) + t stane se problém identický.

• Invariance proti po°adí znamená, ºe pokud algoritmu p°edám populaci v libovolném
po°adí, výsledky z·stanou stejné, protoºe algoritmus CMA-ES závisí pouze na ohod-
nocení jedinc·, nikoli na po°adí.

• Invariance proti oto£ení, kdy oto£ím celou �tness funkci o úhel θ, takºe pokud bude
R rota£ní matice o úhel θ, tak funkce f oto£ená o úhel θ bude f

(
RxT

)
. Pokud

odpovídajícím zp·sobem upravím p·vodní po£áte£ní st°ední hodnotu m(0) na novou
oto£enou st°ední hodnotu m

(0)
R = Rm(0)T , z·stane problém identický jako v p°ípad¥,

ºe mám �tness funkci f (x).

• Invariance proti lineární transformaci, kdy vynásobím celou �tness funkci skalárem c,
tak �tness funkce bude cf (x). Pokud odpovídajícím zp·sobem upravím p·vodní po£á-
te£ní hodnotum(0) na novou vynásobenou st°ední hodnotum

(0)
c = cm(0) a kovarian£ní

matici C(0) na C
(0)
c = cC(0), tak z·stane problém identický jako v p°ípad¥, ºe mám

�tness funkci f (x).

• Invariance proti r·zným pom¥r·m hlavních os �tness funkce f , kdy kaºdý vektor x
sloºím se n¥jakým skalárním sou£inem c, takºe �tness funkce bude f (c · x). Pokud
odpovídajícím zp·sobem upravím p·vodní po£áte£ní hodnotum(0) na novou vynásobe-
nou st°ední hodnotu m

(0)
c = cm(0) a kaºdý prvek Cii na diagonále kovarian£ní matice

C(0) vynásobím odpovídající sloºkou ci vektoru c, pak z·stane problém identický jako
v p°ípad¥, ºe mám �tness funkci f (x).

• Invariance proti libovolné lineární transformaci A, která má inverzní matici. Pokud
odpovídajícím zp·sobem upravím p·vodní kovarian£ní matici C(0)

A = A−1
(
A−1

)T ,
stejn¥ jako m0

A = Am(0) tak z·stane problém identický jako v p°ípad¥, ºe mám �tness
funkci f (x).

2.2.2 Stabilita

Za p°edpokladu, ºe �tness funkce bude náhodná funkce nezávislá na x (f (x) =rand()

náhodná selekce) bude se st°ední hodnotam(g) náhodn¥ pohybovat, ale parametry algoritmu
C(g) a σ(g) budou konvergovat k hodnot¥ 0. [18]

2.2.3 Vztah s Hessovou maticí

Algoritmus CMA-ES je úzce svázán s aproximací inverzní Hessovy matice. Algoritmus CMA-
ES aproximuje inverzní Hessovu matici H−1, která je optimální pro problémy, jejíº tvar
funkce je vhodn¥ aproximovatelný Taylorovým polynomem druhého stupn¥. V tomto p°ípad¥
dosahuje podobných výsledk·, jako jiº zmín¥ná Newtonova metoda.

Budu p°edpokládat, ºe hledám minimum funkce f(x) = xxT . Podle [4] je matice identity
optimální kovarian£ní matice pro hledání optima funkce f a konverguje v (1, λ)-ES. Dále
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hledám minimum funkce která má tvar paraboly fE(x) = xHxT a budu p°edpokládat, ºe
H je symetrická a pozitivn¥ de�nitní matice.

Rozloºím-li matici H = BD2BT na vlastní £ísla a vlastní vektory podle 1.12, budu
mít ortonormální matici vlastních vektor· B (tzn. spl¬ující B = B−1) a diagonální matici
vlastních £ísel D2.

Dále pak p°ed dosazením hodnot budu do fE transformovat hodnoty x jako

xE = D−1Bx (2.8)

Výrazem 2.8 nejd°íve oto£ím hodnoty x ve sm¥ru B a následn¥ velikosti hlavních os
zmen²ím tak, ºe si budou v²echny rovny, takºe bude platit rovnost 2.9.

fE(x) = f(xE) (2.9)

Tvrzení mohu dokázat 2.9. Dosadím-li do fE místo x transformaci xE a upravím podle
2.10.

fE (xE) = xEHxT
E

= D−1Bx︸ ︷︷ ︸
xE

BD2BT︸ ︷︷ ︸
H

D−1BTxT︸ ︷︷ ︸
xT

= D−1BxBD2BTD−1︸ ︷︷ ︸
D−1B

BTxT

= D−1Bx︸ ︷︷ ︸
xD−1BT

BD2D−1BBT︸ ︷︷ ︸
I

xT

= xD−1BTB︸ ︷︷ ︸
I

D2D−1︸ ︷︷ ︸
D

xT

= xD−1D︸ ︷︷ ︸
I

xT

= xxT

(2.10)

Budu-li vycházet z p°edpokladu, ºe pro xxT je ideální rozd¥lení N (0, I), tak pro xHxT

bude ideální rozd¥lení N
(
0,H−1

)
.

Uvedená transformace xE provádí to samé, co Newtonova metoda, která aproximovanou
funkci nahradí polynomem druhého stupn¥, tedy kvadratickou funkcí. Newtonova metoda
transformuje funkci na symetrickou parabolu, pro níº je sm¥r gradientu sm¥r p°ímý k optimu.
Algoritmus CMA-ES provádí stejnou transformaci, jako jsem zmínil v p°edchozím odstavci.
Proto se ob¥ metody chovají podobn¥ a CMA-ES aproximuje kovarian£ní matici C, coº je
hodnota inverzního Hessovy matice H−1.

2.3 Varianty CMA-ES

K £istému algoritmu CMA-ES existuje °ada variant roz²i°ujících jeho vlastnosti. Standardní
varianta se ozna£uje jako L-CMA-ES, kde po£áte£ní písmeno zna£í Local search, takºe od
algoritmu o£ekávám mén¥ robustní prohledávání. Algoritmus L-CMA-ES dosahuje rychlé
konvergence poblíº n¥jakého optima.

Dal²í obecná varianta algoritmu je G-CMA-ES, kde po£áte£ní písmeno zna£í Global
search. Algoritmus G-CMA-ES je robustn¥j²í p°i prohledávání ale na úkor rychlosti (a mn-
ohdy i výpo£etní náro£nosti).
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2.3.1 IPOP-CMA-ES

IPOP-CMA-ES [2] spadá do t°ídy G-CMA-ES. Je to jedna z variant CMA-ES, která na-
hrazuje klasický algoritmus. P°i dosaºení ur£itých podmínek dojde k restartování v²ech
parametr· algoritmu do po£áte£ního stavu. Výsledkem toho m·ºe být robustn¥j²í prohle-
dávání prostoru, nebo´ s novým restartem algoritmus znovu inicializuje v²echny parametry
na po£áte£ní hodnoty s novou náhodnou st°ední hodnotou. Dal²í charakteristikou IPOP-
CMA-ES je, ºe populace po provedení restartu naroste o násobek ∆λ.

Podmínky pro restart vycházejí ze zastavovacích podmínek algoritmu CMA-ES. Z toho
zárove¬ plyne, ºe zastavení IPOP-CMA-ES se nem·ºe °ídit zastavovacími kritérii klasického
CMA-ES.

Výraznou výhodou oproti klasickému CMA-ES je, ºe IPOP-CMA-ES má mnohem lep²í
výsledky pro multimodální funkce. Ve své podstat¥ se jedná o velmi so�stikované náhodné
prohledávání, nebo´ p°i kaºdém restartu se inicializují parametry na po£áte£ní hodnoty a
n¥které na náhodné. Jakmile je algoritmus poblíº n¥jakého optima, p°ibliºuje se k n¥mu
stejn¥ jako CMA-ES. Kdyº p°íli² moc rychle konverguje, restartuje se, nebo´ toto optimum
prozkoumal a zkusí nalézt nové.

Implementace algoritmu IPOP-CMA-ES je sou£ástí mé práce.

2.3.2 σ-m-IPOP-CMA-ES

σ-m-IPOP-CMA-ES je algoritmus IPOP-CMA-ES roz²í°ený o nastavení po£áte£ní st°ední
hodnoty a step-size parametru po restartu. St°ední hodnota se nastaví jako pr·m¥r nejhor²ího
a nejlep²ího jedince podle rovnice 2.11

m(0) =
xbest + xworst

2
(2.11)

A hodnotu σ(0) po restartu vypo£ítám jako polovinu Eukleidovské vzdálenosti mezi ne-
jlep²ím a nejhor²ím jedincem, tedy podle rovnice 2.12.

σ(0) =
‖xbest − xworst‖

2
(2.12)

Algoritmus se ukázal jako rychlej²í, neº jeho p·vodní varianta IPOP-CMA-ES. V p°ípad¥,
ºe má funkce mnoho stejných lokálních optim, uvázne a osciluje mezi nimi a opakovan¥
provádí restarty £ímº zvy²uje populaci a roste tím i výpo£etní náro£nost.

Výhodou je, ºe si pamatuje oproti IPOP-CMA-ES i ta dobrá °e²ení, proto neustále kon-
verguje k t¥m lep²ím i po restartu, a tuto vlastnosti IPOP-CMA-ES nemá. Dále bych do-
poru£il dávat men²í po£et krok·, nebo´ tato strategie má lep²í výsledky p°i prohledávání.
Bohuºel má ale malé úsp¥chy p°i konvergenci k optim·m. A poslední výsledek není, oproti
IPOP-CMA-ES ten nejlep²í, ale v pr·b¥hu m·ºe nalézt p°ekvapivé a velmi atraktivní °e²ení.

Implementace algoritmu σ-m-IPOP-CMA-ES je sou£ástí mé práce.
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Obrázek 2.5: Ukázka výpo£tu parametr· algoritmu σ-m-IPOP-CMA-ES
pro funkci f (x) = xxT . Polovina Eukleidovské vzdálenosti (polovina modré £áry) mezi

nejlep²í xbest a nejhor²í xworst hodnotu slouºí k výpo£tu σ(0) a nová st°ední hodnota m(0)

po restartu pr·m¥r nejlep²í a nejhor²í hodnoty.

2.3.3 LS-CMA-ES

Dal²í ze znám¥j²ích variant je LS-CMA-ES [3]. Tato varianta vylep²uje stávající implementaci
CMA-ES o p°ímý výpo£et inverzní Hessovy matice ve vhodný okamºik. Algoritmus lze za-
°adit do t°ídy L-CMA-ES.

Algoritmus je vhodný pro funkce, které mají eliptický tvar (obecn¥ji jsou unimodální),
kde algoritmus LS-CMA-ES konverguje k nejlep²ím °e²ením v mén¥ iteracích, neº CMA-ES.
Rychlost konvergence ke globálnímu optimu je p°ímo£ará.

2.3.4 MO-CMA-ES

Varianta MO-CMA-ES [21] spadá do jiné kategorie neº v²echny ostatní varianty, nebo´ se
jedná o multikriteriální variantu £istého algoritmu CMA-ES pro optimalizaci vícerozm¥rných
vektorových funkcí.

2.3.5 ACTIVE-CMA-ES

Poslední varianta je ACTIVE-CMA-ES, která vychází z £lánku [22]. V²echny doposud zmí-
n¥né implementace zohled¬ují ve výpo£tu parametr· algoritmu pouze µ nejlep²ích jedinc·.
Existují dv¥ moºnosti, jak zohled¬ovat nejhor²í jedince. Jedna je zjednodu²ená a m·ºe zp·-
sobit problémy u n¥kterých funkcí. Nejhor²í jedince zohlední tak, ºe nastaví záporné váhy
λ−µ jedinc·m. Druhá moºnost ode£ítá u výpo£tu rank-µ-update t¥chto λ−µ záporn¥ váºené
jedince. Výpo£et rank-µ-update v tomto p°ípad¥ vypadá podle rovnice 2.13.

µ∑
i=1

y
(g+1)
1:λ y

(g+1)
i:λ

(g+1)
− 1

µ

λ∑
k=λ−µ+1

yk:λyk:λ
T

︸ ︷︷ ︸
rank−µ−update

(2.13)
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Výhodou algoritmu ACTIVE-CMA-ES je, ºe vyuºívá k p°edcházení ²patným sm¥r·m a
vybírá i nejhor²í jedince. Experimenty ukázaly, ºe ACTIVE-CMA-ES má men²í po£et iterací.
Je cca. o 10% rychlej²í. Mnoºství generací nutných k dosaºení poºadované hodnoty �tness
je men²í pro v²echny testované funkce.

Algoritmus má blízko k tzv. tabu search prohledávání.

2.4 Existující implementace algoritmu CMA-ES

Na stránkách autora algoritmu [17] jsou k dispozici v²echny známé implementace kódu v
r·zných jazycích. Algoritmus CMA-ES v základní variant¥ podle £lánku[11] je k dispozici v
následujících jazycích:

• C

• C++

• Fortran

• Java

• Matlab

• Octave

• Python

• Scilab

Zna£nou £ást implementací napsal sám autor algoritmu Nikolaus Hansen a sou£ástí v²ech
Hansenových kód· jsou i skripty v Matalbu pro vyhodnocení výsledk· algoritmu.

2.4.1 C a C++

V jazyce C je k dispozici pouze £istý algoritmus CMA-ES [14]. Kód je vytvo°en tak, aby byl
snadno integrovatelný do jiného kódu v£. jazyka C++. Autorem kódu je Nikolaus Hansen.
Autor nevytvá°el p°ímou implementaci v jazyce C++, ale psal kód s ohledem na ANSI
normu, takºe kód lze p°eloºit i na kompilátorech C++. Poslední revize je ze zá°í 2010.

V jazyce C++ je algoritmus CMA-ES implementován v následujících knihovnách :

• Knihovna Shark [20] implementuje (µ/µW , λ)-CMA-ES,(µ/µW + λ)-CMA-ES, MO-
CMA-ES.

• Knihovna EO - Evolving Objects evolutionary computation framework [23]
implementuje (µ/µW , λ)-CMA-ES.

• Knihovna Open BEAGLE [6] implementuje (µ/µW , λ)-CMA-ES.

• Knihovna PACLib implementuje (µ/µW , λ)-CMA-ES.
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2.4.2 Fortran

V jazyce Fortran je k dispozici pouze £istý algoritmus CMA-ES. Kód [26] je v knihovn¥
pCMALib.

2.4.3 Java

V jazyce Java je k existuje implementace £istého algoritmu CMA-ES p°ímo od autora kniho-
vny Nikolause Hansena, která má i podrobn¥ zapracovanou dokumentaci. Poslední revize je
z roku 2007. Dále je pak £istý CMA-ES k dispozici v knihovn¥ OpenOpal OPtimization
And Learning environment.

2.4.4 Matlab a Octave

Pro Matalb existuje algoritmus v n¥kolika vydáních p°ímo od autora algoritmu:

• purecmaes.m [13] je minimální implementace pro Matlab a Octave. Skript je vytvo°en
tak aby bylo co nejvíce £itelný, algoritmus nemá krom¥ zastavovací podmínky Condi-
tionCov ºádné zastavovací podmínky. Tato implementace nemusí být vºdy tak efek-
tivní.

• cmaes.m [12] je plná implementace algoritm· CMA-ES, IPOP-CMA-ES a ACTIVE-
CMA-ES pro Matalb a Octave. Skript je vytvo°en s ohledem na efektivnost kódu a má
v²echny zastavovací podmínky podle £lánku [11].

Varianta cmaes.m je po 12 úpravách ve verzi 3. První verze [9] vznikla v únoru 2003
a je tém¥° shodná s purecmaes.m. V kv¥tnu 2006 byla p°idána varianta IPOP-CMA-ES
[10] a v poslední verzi z £ervna 2008 byla evolu£ní strategie [12] roz²í°ena o aktivní výpo£et
kovarian£ní matice ACTIVE-CMA-ES podle £lánku [22].

Poslední verze £istého CMA-ES je 2.55, která je bez roz²í°ení aktivního výpo£t· kovari-
an£ní matice a restart· [8].

2.4.5 Python

Pro jazyk Python existuje op¥t ve dvou variantách od Nikolause Hansena:

• Minimalistická verze [16], skript je vytvo°en tak, aby byl co nejvíce £itelný. Skript má
jedinou zastavovací podmínku ConditionCov.

• Plná verze [15], skript je vytvo°en tak, aby byl co nejvíce efektivní. Skript má v²echny
zastavovací podmínky [11] a implementuje restartovací variantu IPOP-CMA-ES [2].
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Kapitola 3

Implementace algoritmu CMA-ES do
knihovny JCool

3.1 Knihovna JCool

JCool je open-source knihovna pro jazyk Java na optimalizaci spojitých funkcí. Implemen-
tuje jak numerické (Gradient, Sdruºený gradient, Quasi-Newton, ...) a p°írodou inspirované
(Evolu£ní, PSO, ACO, ...) algoritmy. Sou£ástí knihovny je sada testovacích funkcí.

Knihovna JCool je rozd¥lena na 5 následujících modul·:

benchmark - Modul obsahuje v²echny testovací funkce a algoritmy na optimalizaci, které
jsou v knihovn¥ k dispozici.

core - Modul obsahuje rozhraní pro ostatní kód (rozhraní pro funkce, bod, telemetrii...).

experiment - Modul obsahuje t°ídy pro experimenty, tedy t°ídy, které spojují algoritmy s
jejich testovacími funkcemi a solvery.

solver - Modul obsahuje t°ídy solver·, tedy t°íd, které pracují s algoritmy a p°edávají jim
odpovídající testovací funkce.

ui - Modul obsahuje t°ídy pro práci s gra�ckým rozhraním knihovny.

3.2 Knihovna Commons Math

Commons Math je matematická knihovna, implementující statistické a algebraické operace,
které nejsou k dispozici v jazyce Java. Základní rysy jsou [1]:

• Knihovna je vyvíjena s ohledem na jednoduchou pouºitelnost.

• Knihovna zd·raz¬uje malé, jednodu²e integrovatelné komponenty spí²e, neº velké kni-
hovny s mnoºstvím závislostí.

• V²echny algoritmy v knihovn¥ jsou d·kladn¥ dokumentovány podle obecn¥ uznávaných
nejlep²ích postup·.

31
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• V p°ípad¥, ºe existuje více obecn¥ uznávaných algoritm· pro n¥jaký problém, návrhový
vzor Strategy podporuje více moºností implementace.

• Knihovna je bez závislostí na dal²í balí£cích.

V metod¥ je zna£né mnoºství maticových operací i z pokro£ilej²í algebry, proto jsem pro
maticové operace pouºil knihovnu Commons-Math verze 2.1, která pln¥ vyhovovala alge-
braickým výpo£t·m. Z knihovny vyuºívám velké mnoºství funkcí pro operace nad maticemi
a vektory, rozklad na vlastní £ísla a vlastní vektory kovarian£ní matice C a implementaci
generátoru vektor· s normálním rozd¥lením podle kovarian£ní matice N (m,C).

Instance t°ídy RealMatrix implementují matice. T°ídu jsem pouºil pro implementaci
algebraických operací pro násobení s maticemi (metoda multiply), skalární sou£in mat-
ice a vektoru (metoda operate), násobení a p°i£ítání skaláru k prvk·m matice (metoda
scalarAdd a scalarMultiply), pro transpozici matice (metoda transpose) a pro po£ítání
maximální normy matice (L∞ norma podle [29]) pomocí metody getNorm.

Instance t°ídy EigenDecomposition implementují rozklad na vlastní £ísla a vlastní
vektory, kde instancí t°ídy EigenDecompositionImpl metodou getRealEigenvalues zí-
skáme pole se°azených vlastních £ísel (stejn¥ jako metoda getD, která vrací diagonální matici
vlastních £ísel) a metodou getEigenvector(int i) získáme i-tý vlastní vektor k odpovída-
jícímu vlastnímu £íslu na indexu i − 1 (rovn¥º lze pouºít metodu getV, která vrací matici
se sloupci vlastních vektor·).

Knihovna je dlouho vyvíjena a dlouho je²t¥ bude, proto jsem volil zrovna Commons-
Math, protoºe je rychlá, velmi dob°e odla¤ovaná a stále vyvíjená a podporovaná. Díky
pouºití maticové knihovny jsem dosáhl efektivní a p°edev²ím p°ehledné implementace, nebo´
p°edpokládám, ºe ve vývoji se je²t¥ bude pokra£ovat i po obhajob¥.

3.2.1 Základní rozhraní knihovny JCool

P°edávání výsledk· a práce s výsledky o²et°ují rozhraní Consumer a Producer. Pro-
ducer má na starosti vytvá°ení výsledk·, zatímco Consumer informace p°ijímá. Volání a
p°edávání výsledk· do t°ídy konzumenta má na starosti odpovídající potomek t°ídy Opti-
mizationMethod.

T°ídy Consumer a Producer m·ºe obsluhovat jeden z potomk· rozhraní Solver.
Solver pracuje s producentem i konzumentem a stará se o °ádné volání producenta a
p°edávání výsledk· konzumentovi. K dispozici jsou t°i t°ídy:

• BasicSolver.

• TimeoutSolver .

• StepSolver.

Výsledky lze ze t°ídy Solver získat p°es metodu getResults, která vrací instanci Opti-
mizationMethod. Potomci t°ídy Solver dávají výsledky z výpo£tu algoritmu, které p°edá-
vají pomocí instance t°ídy Synchronization.

T°ídaOptimizationMethod zapouzd°uje informace o zastavovacích podmínkách, po£et
iterací algoritmu, výsledné °e²ení (potomek t°ídy Telemetry) a statistické informace o
pr·b¥hu t°ídy Statistics.
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3.2.2 Implementace algoritm· v knihovn¥ JCool

Ve²kerý kód o který jsem knihovnu JCool roz²í°il je v modulu benchmark. Kód je rozd¥len
do n¥kolika t°íd v r·zných balí£cích. Algoritmy CMA-ES, IPOP-CMA-ES a σ-m-IPOP-
CMA-ES jsou uloºeny v balí£ku src.main.java.cz.cvut.felk.cig.jcool.benchmark.met-
hod.cmaes. Následující vý£et ukazuje v jakém souboru je jaká metoda uloºena:

• CMA-ES v souboru PureCMAESMethod.java.

• IPOP-CMA-ES v souboru IPOPCMAESMethod.java.

• σ-m-IPOP-CMA-ES V souboru SigmaMeanIPOPCMAESMethod.java.

Zastavovací podmínky jsou uloºeny v modulu benchmark v balí£ku src.main.java.cz.
cvut.felk.cig.jcool.benchmark.stopcondition. Následující vý£et ukazuje v jakém sou-
boru je jaká zastavovací podmínka uloºena:

• NoE�ectAxis V souboru NoE�ectAxisStopCondition.java.

• NoE�ectCoord V souboru NoE�ectCoordStopCondition.java.

• EqualFunValues V souboru EqualFunValuesStopCondition.java.

• ConditionCov V souboru ConditionCovStopCondition.java.

• TolFun V souboru TolFunStopCondition.java.

• TolX V souboru TolXStopCondition.java.

P°edek generické t°ídy OptimizationMethod t°ída Producer slouºí k p°edávání do-
savadních výsledk· daného algoritmu. V²echny instance této t°ídy jsou producenty. T°ída
má dv¥ abstraktní metody a to:

void addConsumer(Consumer<? super T> consumer);

T getValue();

První metoda p°idává nové instance p°íjemc· informací o stavu algoritmu, které jsou in-
stancemi abstraktní t°ídy Consumer. Pro tyto ú£ely v²ichni potomci musí implementovat
metody, addConsumer, které slouºí k nastavení objektu konzumenta a zárove¬ tento objekt
slouºí k p°edávání výsledk· daného algoritmu konzumentovi. K získávání výsledk· slouºí get-
Value. Výsledky mohou být instance potomk· abstraktní generické t°ídy Telemetry, tedy:

• ValueTelemetry - uchovává stávající hodnotu value �tness funkce f .

• ValuePointTelemetry - uchovává stávající hodnotu value �tness funkce f a pozici
x hodnoty value = f(x).

• ValuePointTelemetryList - uchovává stávající hodnoty valuei �tness funkce f a
jejich odpovídající pozice xi hodnoty valuei = f (xi).
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• ValuePointTelemetryList - uchovává stávající hodnoty valuei �tness funkce f a
jejich odpovídající pozice xi hodnoty valuei = f (xi) a barvu colori(hodnocení, zda je
odpovídající bod i nejlep²í z celého seznamu).

Na obrázku E.3 je UML diagram t°ídy Telemetry a jeho potomk·.
Dále má knihovna JCool rozhraní OptimizationMethod. Od ní jsou odvozené v²echny

t°ídy implementující algoritmy pro optimalizaci. Rozhraní má t°i metody, které musí imple-
mentovat potomek:

void init(ObjectiveFunction function);

StopCondition[] getStopConditions();

void optimize();

První metoda init, slouºí k inicializaci dané optimaliza£ní metody v potomkovi a p°edání
dané �tness funkce f . Ta je potomkem t°ídy ObjectiveFunction.

Druhá metoda getStopConditions vrací pole instancí StopConditions, coº je seznam
zastavovacích podmínek dané metody. T°ída, která pracuje s optimaliza£ními algoritmy má
potom na starosti obsluhu zastavení algoritmu, tj. volá cyklicky v²echny zastavovací pod-
mínky, které vrátí v poli a metoda isConditionMet t°ídy StopCondition a vrátí v závis-
losti na stavu, zda se má algoritmus zastavit, £i ne.

A poslední abstraktní metoda optimize zapouzd°uje a slouºí svým potomk·m k imple-
mentaci jednoho kroku optimaliza£ního algoritmu. Jedno volání metody optimize odpovídá
jedné iteraci daného algoritmu.

To jak by m¥la vypadat obsluha obecného optimaliza£ního algoritmu v knihovn¥ JCool
pomocí abstraktního p°edka OptimizationMethod je podrobn¥ji popsána v algoritmu 3.

input : Instance optimaliza£ní metody method

while true do1

method.optimize()2

stopConditions = method.getStopConditions()3

foreach stopCondition in stopConditions do4

if stopCondition. isConditionMet() is true then5

Break;6

end7

end8

end9

Algorithm 3: Obsluha optimaliza£ních metod pomocí abstraktní t°ídy Optimization-
Method.

Algoritmy vyhodnocují svou kvalitu na základ¥ �tness funkce f , která je reprezentována
v knihovn¥ rozhraním Function. Pokud má �tness funkce ur£ený gradient, druhou derivaci
(Hessián) nebo je n¥jak omezená, je moºné odvodit implementaci funkce kvality od t°íd
FunctionGradient, FunctionHessian nebo FunctionBounds. V²echna tato rozhraní v
sob¥ sjednocuje rozhraní ObjectiveFunction, které je p°edáváno jako parametr p°i volání
funkce init odvozených t°íd od OptimizationMethod.
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Ne v²echny �tness funkce mají známý gradient, Hessián nebo omezení. Pro tento ú£el
existuje t°ída BaseObjectiveFunction, která v sob¥ zast°e²uje obecnou funkci a zárove¬ je
potomkem ObjectiveFunction. Pokud má funkce gradient, Hessián nebo omezení vyvolá
odpovídající metodu p°edka, jinak vyvolá výjimku. Instance t°ídy BaseObjectiveFunction
slouºí k p°edávání instance �tness funkce v metod¥ init.

3.3 Implementace do knihovny JCool

Na za£átku jsem p°edpokládal, ºe budu implementovat pouze základní algoritmus CMA-ES,
takºe základní my²lenka byla koncipována tak, ºe nebudu d¥dit ºádnou dal²í t°ídu z hlavní
t°ídyCMAESMethod. P°ed vlastním kódováním jsem se rozhodl, ºe p°idám i dal²í variantu
IPOP-CMA-ES, takºe celá koncepce se roz²í°ila o dal²í t°ídu, která se mírn¥ odchylovala od
výpo£tu klasického algoritmu CMA-ES. Návrh jsem tedy roz²í°il o dal²í £ty°i t°ídy, které
mají hierarchii znázorn¥nou na obrázku E.1.

3.3.1 Základní t°ída CMAESMethod

T°ída CMAESMethod slouºí jako abstraktní p°edek v²ech mnou implementovaných vari-
ant a t°íd algoritmu CMA-ES. T°ída je abstraktní, takºe implementace £istého algoritmu
CMA-ES je p°enechána t°íd¥ PureCMAESMethod.

3.3.1.1 Obecn¥ k implementaci t°ídy CMAESMethod

CMAESMethod zahrnuje základní výpo£ty, které jsou obecné pro v²echny metody jako je
výpo£et hodnot pc, pσ, σ a C. Tyto základní výpo£ty jsou rozd¥leny do separátních metod,
tak aby se kaºdá £lenská metoda mohla jmenovat podle toho, jakou prom¥nnou po£ítá a
p°ípadn¥ bylo moºné od ní odvodit pat°i£nou t°ídu, která provádí výpo£et jinak. Dále pak
t°ída implementuje základní podmínky pro zastavení, jako konvergence k °e²ení. Zbýva-
jící zastavovací podmínky jsem p°enechal na jejich potomcích, protoºe potomci RestartC-
MAESMethod vyuºívají tyto zastavovací podmínky jako podmínky pro restart algoritmu.
Celý algoritmus potom provádí metoda optimize, která sjednocuje základní výpo£ty hodnot
jedné metody.

P°edch·dce, generická t°ída OptimizationMethod, a jako generický parametr p°edka
pouºívám typ ValuePointListTelemetry, protoºe mám populaci více jedinc·.

K implementaci jsem pouºil jako p°edlohu £lánek [18] a p°edev²ím p°edlohovou variantu
algoritmu v jazyce Matlab [13]. K porovnání jsem pouºil referen£ní kód v jazyce Matlab ze
zdroje [13]. Pokud jsem pot°eboval podrobn¥j²í a p°edev²ím aktuáln¥j²í informaci, pouºil
jsem plnou implementaci [12].

Výsledný kód jsem ov¥°oval porovnáváním hodnot v jednotlivých krocích p°i generování
stejných náhodných hodnot v·£i implementaci [13] jejíº kód je zjednodu²en a nemá v¥t²inu
zastavovacích podmínek, krom¥ ConditionCov.

Seznam v²ech atribut· t°ídy CMAESMethod s popisem a jeho ekvivalentem v analýze
a popisu algoritmu je uveden v tabulce A.1.
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3.3.1.2 Integrace t°ídy CMAESMethod do knihovny JCool

Abstraktní p°edch·dci t°ídy CMAESMethod, t°ída OptimizationMethod a Producer
mají 5 abstraktních metod, které jsou:

• addConsumer pouze nastavuje �konzumenta� výsledk· algoritmu. T¥lo metody tedy
nastavuje pouze £lenský consumer atribut.

• getValue, jenº vrací typ ValuePointListTelemetry, který jsem de�noval jako generický
parametr p°edchodce OptimizationMethod.

• init, v níº volám metodu initializeDefaultParameters, která nastavuje v²echny
hodnoty do iniciálního stavu, nastavím v parametru p°edanou �tness funkci a n¥které
její parametry.

• getStopConditions, vrací prázdné pole instancí StopCondition.

• optimize, je metoda která implementuje v n¥kolika metodách základní kroky algo-
ritmu CMA-ES.

T°ída má jedinou abstraktní metodu, setStopConditionParameters, v níº její potomci
nastavují parametry zastavovacích podmínek.

3.3.1.3 Inicializa£ní krok ve t°íde CMAESMethod

O inicializaci algortimu se stará metoda init, které ten kdo jí volá p°edá parametrem in-
stanci t°ídy ObjectiveFunction. V inicializa£ní £ásti metody se nastavují atributy daného
problému, inicializace prom¥nných algoritmu je implementovaná v metod¥ initializeDe-
faultParameters.

D·vodem pro£ mám rozd¥lenou inicializa£ní £ást algoritmu na dv¥ £ásti je kv·li imple-
mentacím zaloºených na restartech. Implementace CMA-ES zaloºené na restartech vyºadují
inicializaci v¥t²iny atribut· na po£áte£ní hodnoty. Metoda init je zde p°edev²ím pro p°edání
informací o °e²eném problému z jiného kódu. init sice volá initializeDefaultParameters,
ale rovn¥º jí volají potomci t°ídy RestartCMAESMethod.

Stejný d·vod, jako je rozd¥lení init na dv¥ metody má i rozd¥lení prom¥nné σ na dva
atributy sigma a initialSigma. Pokud totiº obsluha algoritmu nastaví, ºe chce n¥jakou
po£áte£ní hodnotu atributu sigma, tak jej algoritmus v pr·b¥hu výpo£tu modi�kuje a p·-
vodní po£áte£ní hodnotu p°epí²e. V p°ípad¥ strategie zaloºené na restartech nemáme nikde
uloºenou po£áte£ní hodnotu a k tomu slouºí atribut initalizeSigma

Metoda init nastavuje atribut �tness funkce function, minimální a maximální meze dané
funkce a hodnotu nejlep²ího a nejhor²ího jedince ve v²ech doposud provedených generacích.
Atribut theBestPoint je instancí t°ídy ValuePoint a na za£átku je nastavena jeho pozice
na hodnotu Point.getDefault() a �tness na Double.MAX_VALUE, takºe v první gen-
eraci algoritmu musí existovat jedinec s lep²í �tness, který hodnotu theBestPoint nahradí.
Dal²í atribut theWorstPoint je instancí t°ídy ValuePoint a na za£átku je jeho pozice ste-
jná jako v p°ípad¥ theBestPoint, ale �tness je nastavena na -Double.MAX_VALUE,
takºe v první generaci algoritmu musí existovat jedinec s hor²í �tness, který hodnotu the-
WorstPoint nahradí.
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Nyní popí²i zobecn¥nou metodu initializeDefaultParameters podle algoritmu 4, °ádek
po °ádku:

1-5 Inicializuji vektor xmean náhodnými hodnotami s rovnom¥rným rozd¥lením, tak aby
hodnota xmean nep°esáhla maximální i minimální moºnou hodnotu funkce function
ve v²ech sou°adnicích.

6 Nastavím po£áte£ní hodnoty step-size parametru sigma, tedy σ(0) na p°edem nastavenou
po£áte£ní hodnotu initialSigma.

8 Nastavím velikost populace, prom¥nnou λ, tedy atribut lambda.

9 Nastavím velikost selektované populace, prom¥nnou µ, tedy atribut mu. Atribut by m¥l
být p°ibliºn¥ polovina celkového mnoºství populace.

11-19 Nastavení vah selekce, podle vzorce z teorie. Nejd°íve inicializuji hodnoty jako rostoucí
posloupnost od 0 do µ, potom váhy logaritmuji dekadickým logaritmem.

21 Vypo£ítám normu váhového vektoru weight pro výpo£et atributu muE�.

22 Vypo£ítám efektivní hodnoty selekce µeff jako pom¥r druhé mocniny normy k norm¥
druhé mocniny.

24 Vypo£ítám kumula£ní konstantu cc, tedy atribut cCumulation. Po£ítá se podle ur£e-
ného vzorce podle z [18].

25 Vypo£ítám konstantu pro historii σ prom¥nnou cσ, tedy atribut cSigma. Po£ítá se podle
ur£eného vzorce z [18].

26 Vypo£ítám konstantu pro rank-1-update c1, tedy atribut cRank1. Po£ítá se podle ur£e-
ného vzorce z [18].

27 Vypo£ítám konstantu pro rank-µ-update cµ, tedy atribut cRankMu. Po£ítá se podle
ur£eného vzorce z [18].

28 Vypo£ítám tlumící konstantu σ prom¥nnou dσ, tedy atribut dampingForSigma. Po£ítá
se podle ur£eného vzorce z [18].

30 Nastavím vektor kumulace cesty p
(0)
c pro výpo£et rank-1-update na nulový vektor, tedy

atribut pCumulation z [18].

31 Nastavím vektor normalizované kumulace cesty p
(0)
c pro výpo£et step-size σ na nulový

vektor, tedy atribut pSigma z [18].

33-34 Nastavím sou°adné systémy pro normální rozd¥lení. B nastavím na matici identity,
stejn¥ jako vektor D nastavím na jednotkový. Takto vygenerované body budou mít
stejnou pravd¥podobnost výskytu od st°ední hodnoty.

35 Nastavím matici C(0), tedy atribut C na matici identity. Hodnoty C po£ítám podle D
a B, abych p°ede²el problém·m s nejednozna£ností rozkladu, pro p°ípad volby jiné
po£áte£ní hodnoty D(0) a B(0).
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36 Nastavím matici C− 1
2
(0)
, tedy atribut inverseAndSqrtC na matici identity. Hodnoty

invserseAndSqrtC po£ítám podle rozkladu ze stejného d·vodu, jako po£ítám atribut
C.

38 Vypo£ítám odhad L2 normy normálního rozd¥lení ‖N (0, I) ‖ podle [18]

3.3.1.4 Optimaliza£ní krok ve t°íde CMAESMethod

Metoda je implementována tak, aby m¥la minimum lokáních prom¥nných a v¥t²inu prom¥n-
ných ukládala do svých atribut·, aby je p°ípadn¥ mohla sdílet se svými potomky. Nyní popí²i
zobecn¥nou metodu optimize podle algoritmu 5, °ádek po °ádku.

1 Vytvo°ím novou populaci pomocí normálního rozd¥lení z parametr· vypo£tených z p·-
vodní generace (p°ípadn¥ inicializa£ních parametr·). Metoda generatePopulation
vrací pole instancí ValuePoint, tedy novou ohodnocenou mnoºinu jedinc·.

2 Uloºím si st°ední hodnotu z p·vodní generace, protoºe bude pot°eba p°i výpo£tu n¥kterých
dal²ích parametr·.

3 Set°ídím celou populaci. Protoºe je t°ída ValuePoint potomkem rozhraní Comparable,
set°ídí se mi populace vzestupn¥.

4 Uloºím nejlep²ího a nejhor²ího jedince pro v²echny generace, pokud takový existuje v nov¥
vytvo°ené generaci.

5 Pomocí metody createMatrixFromPopulation vytvo°ím instanci nejlep²ích vybraných
(µ) jedinc· t°ídy RealMatrix z instancí ValuePoint tak, ºe kaºdý sloupec p°ed-
stavuje jednoho jedince. Instance t°ídy RealMatrix má N °ádk· a µ sloupc·.

7 Kaºdý sloupec vynásobím hodnotou na odpovídajícím indexu vektoru vah weight. Touto
operací získám ze st°ední hodnoty vybrané populace váºenou, coº odpovídá výpo£tu
prom¥nné m(g+1)

8 Výpo£et hodnoty atributu pSigma p
(g+1)
σ pomocí metody calculatePSigma.

9 Výpo£et hodnoty hσ pomocí metody calculateHSigma. Hodnota hσ slouºí k udrºení p
(g)
c ,

jestliºe ‖p(g)
σ ‖ nabývá velkých hodnot. Tato hodnota se vyuºívá p°i výpo£tu prom¥n-

ných p
(g+1)
c a C(g+1), tedy v metodách calculatePCumulation a calculateCovari-

ance.

10 Vypo£tu hodnoty prom¥nné p
(g+1)
c , tedy atributu pCumulation pomocí metody cac-

ulatePCumulation. Parametrem p°edáme starou st°ední hodnotu xold a hodnotu
hSigma, která reguluje zda bude hodnota zm¥n¥na, nebo ne. Tato hodnota pozd¥ji
poslouºí k výpo£tu kovarian£ní matice jako rank-1-update.

11-12 Vypo£tu vzdálenost nejlep²ích mu jedinc· z populace od st°ední hodnoty d¥lené
hodnotou sigma. Výsledek bude op¥t instance t°ídyRealMatrix tak, ºe kaºdý sloupec
p°edstavuje jednoho jedince. Kaºdý sloupec odpovídá výpo£tu yT

i:λ.
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this.xmean =RealVector (this.N);1

for n =0 to N-1 do2

this.xmean.setEntry (n, (Max- Min)*(Math.random () - 0.5));3

n = n+ 14

end5

this.attributeSigma =initialSigma6

// inicializace parametr· ES pro selekci, λ, µ7

this.attributeLambda = 4+Math.floor (3*Math.logarithm (this.N));8

this.Mu = Math.floor (attributeLambda/2);9

// inicializace vah pro selekci w10

this.weights =RealVector (N);11

for n =0 to this.N-1 do12

this.weights.setEntry (n,n +1)13

n =n +114

end15

this.weights = this.weights.mapLog ().mapMultiply (-1).mapAdd (Math.logarithm16

(this.Mu +0.5))
Norm = this.weights.getNorm ();17

// normalizace vah18

this.weights.mapDivideToSelf (Norm);19

// sou£et normalizovaných vah pro výpo£et µeff20

Norm = this.weights.getNorm ();21

this.muE� = Math.pow (Norm, 2) / this.weights.mapPow (2).getNorm ();22

// inicializace koe�cient· adaptace cc, cσ, c1, cµ, dσ23

this.cCumulation = (4 + this.muE�/ this.N) / (this.N + 4 + 2 * this.muE�/ 2);24

this.cSigma = (this.muE� + 2) / (this N + this.muE� + 5);25

this.cRank1 = 2 / (Math.pow (this.N + 1.3, 2) + this.muE�);26

this.cRankMu = 2 * (this.muE�- 2 + 1 / this.muE�) / (Math.pow (this.N + 2, 2) +27

this.muE�);
this.dampingForSigma = 1 + 2 * Math.maximum (0, Math.sqrt ((this.muE�- 1) / (this.N28

+ 1)) - 1) + this.cSigma;

// dynamické parametry strategie p
(
c0),p

(0)
σ ,B(0),D(0),C(0) a C− 1

2
(0)

29

this.pCumulation =RealVector (this.N);30

this.pSigma =RealVector (this.N);31

// de�nuje sou°adný systém32

this.B = MatrixUtils.createRealIdentityMatrix (this.N);33

this.D = RealVector (this.N, 1);34

this.Cov = B.mapMultiply (MatrixUtils.createRealDiagonalMatrix (this.D.mapPow35

(2).toArray ())).mapMultiply (this.B.transpose ());
this.inverseAndSqrtC = this.B.mapMultiply (MatrixUtils.createRealDiagonalMatrix36

(this.D.toArray ())).mapMultiply (this.B.transpose ());
// odhad normy ‖N (0, I) ‖ pro výpo£et dσ this.chiN = Math.sqrt (N) * (1 - 1 / (4 *37

N)) + (1 / (21 * Math.pow (N, 2))));
Algorithm 4: Jeden krok metody initializeDefaultParametes t°ídy CMAESMethod. V
kódu zna£ím Cov kovarian£ní maticí C(g) a attributeSigma step-size parametr σ(g).
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15 Vypo£tu novou hodnotu atributu C, tedy kovarian£ní matice C(g+1) pomocí metody cal-
culateCovariance. V²echny prom¥nné, které jsou nutné k výpo£tu, krom¥ hSigma
a muDi�erenceFromOldMean (které p°edstavují ve výpo£tu rank-1-update), jsou
atributy t°ídy CMAESMethod.

17 Vypo£tu novou hodnotu sigma, tedy step-size parametr σ(g+1).

18 Rozklad podle 1.12 matice C(g) pomocí metody calculateEigendecomposition, tedy
na ortonormální matici B(g+1) a diagonální matici vlastních £ísel D(g+1). Metoda pak
dále po£ítá hodnotu atributu inverseAndSqrtC, tedy prom¥nné C− 1

2 , která slouºí k
odstran¥ní závislosti pSigma, tedy p

(g+1)
σ na kovarian£ní matici.

19 Inkrementace £íta£e po£tu generací

20 Uloºení nejlep²ího jedince do atributu bestValueInCurrentGeneration, tedy hodnoty
x
(g)
1:λ.

21 Nastavení atributu telemetry pro p°edání výsledk·. Jedná se o instanci t°ídy Value-
PointListTelemetry, proto p°edáváme celou populaci.

22,23,24 P°edání výsledk· provedené generace instanci consumer.

Prom¥nná hSigma je lokální, protoºe neuchovává svou historii, ani není pouºitelný v
rámci jiných implementací.

Výpo£et hodnoty hσ je 1 jestliºe platí nerovnost 3.1, jinak je rovna 0.

‖p(σg)‖√
1− (1− cσ)

2(g+1)
<
√
n

(
1− 1

4N
+

1

21N2

)
(3.1)

Metody, které po£ítají prom¥nné algoritmu:

• initializeDefaultParameters - nastavuje v²echny prom¥nné algoritmu na po£áte£ní
hodnotu.

• generatePopulation - generuje novou populaci o λ jedincích s normálním rozd¥lením.
Generování je provád¥no pomocí t°ídy CorrelatedRandomVectorGenerator z kni-
hovny Commons-Math.

• calculateEigendecomposition - po£ítá rozklad na vlastní £ísla a vlastní vektory z
kovarian£ní matice C(g+1). Rozklad je provád¥n pomocí t°ídy EigenDecomposition
z knihovny Commons-math.

• calculateCovariance - po£ítá novou kovarian£ní matici C(g+1).

• calculatePSigma - po£ítá novou hodnotu p
(g+1)
σ .

• calculatePCumulation - po£ítá novou hodnotu p
(g+1)
c .

• calculateHSigma - po£ítá hodnotu hσ.
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population = generatePopulation ()1

xold = xmean2

Arrays.sort (population)3

storeTheBestAndWorst (population)4

muBestIndividuals = createMatrixFromPopulation (population, this.Mu, this.N)5

// výpo£et nové váºené st°ední hodnoty m(g+1)
6

this. xmean = muBestIndividuals.operate (weights)7

calculatePSigma (xold)8

hSigma = calculateHSigma ()9

calculatePCumulation (hSigma,xold)10

// výpo£et y pro rank-µ-update11

muDi�erenceVectorsFromOldMean =12

calculateMuDifferenceFromOldMean (muBestIndividuals,this.xold, this.N, this.Mu,13

this.stepSize)
// výpo£et nové kovarian£ní matice C(g+1)

14

calculateCovariance (hSigma,muDi�erenceVectorsFromOldMean)15

// výpo£et nové hodnoty σ(g+1)
16

calculateSigma ()17

calculateEigendecomposition ()18

this.currentGeneration =this.currentGeneration +119

bestValueInCurrentGeneration = population [0].getValue ();20

telemetry = Arrays.asList (population);21

if consumer!= null then22

consumer.notifyOf (this)23

end24

Algorithm 5: Jeden krok v kódu metody optimize t°ídy CMAESMethod
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• calculateSigma - po£ítá novou hodnotu σ(g).

Pomocné metody, které slouºí k výpo£t·m prom¥nných algoritmu:

• calculateMuDi�erenceFromOldMean - po£ítá vzdálenost kaºdého sloupce matice
(jedince) od st°ední hodnoty m(g) d¥lené step-size atributem σ(g). Statická metoda
podporuje výpo£et rank-µ-update kovarian£ní matice C(g+1).

• createMatrixFromPopulation - vytvá°í z µ vybraných jedinc· matici. Kaºdý slou-
pec p°edstavuje reprezentaci jednoho jedince. Statická metoda zjednodu²uje výpo£et.

• triu - vrací horní trojúhelníkovou matici ze zadané matice toTriu. Statická metoda se
pouºívá p°i výpo£tu v metod¥ computeEigendecomposition v níº zaru£uje symetrii
kovarian£ní matice do formy 1.12.

Zbývající nezmín¥né metody jsou jiº popsané a slouºí k nastavování parametr· z GUI,
nebo k informování o výsledcích a jiº jsem je d°íve popsal.

3.3.2 T°ída RestartCMAESMethod

T°ída RestartCMAESMethod je koncipována jako abstraktní p°edek v²ech mnou im-
plementovaných variant a t°íd algoritmu CMA-ES zaloºených na restartech. Uvedená t°ída
obsahuje implementace obsluh restart· v metod¥ optimize algoritmem 6 a pokud je nurné
vyvolat restart, tak metodou restart algoritmem 7. Odvozená t°ída musí implementovat pod-
mínky pro restart metodou isRestartConditionsMet a novou hodnotu výpo£tu prom¥nné
po restartu λ metodou calculateLambda, protoºe práv¥ tyto v¥ci jsou podstatou restarto-
vacího algoritmu.

3.3.2.1 Obecn¥ k implementaci t°ídy RestartCMAESMethod

T°ída RestartCMAES roz²i°uje abstraktního p°edka CMAESMethod o následující me-
tody:

abstract void calculateLambda();

abstract boolean isRestartConditionsMet();

void restart();

public void optimize();

int getRestartCounter()

T°ída roz²i°uje chování metody optimize o kontrolu, zda nebyla v práv¥ prob¥hlé it-
eraci spln¥na n¥která z restartovacích podmínek (viz. popis optimizeOfRestartStrat-
egyAlg). Pokud byla spln¥na alespo¬ jedna z restartovacích podmínek spon¥na vyvolá
metodu restart.

Vyvolání restartu vyvolá metodu initializeDefaultParameters p°edka CMAESMet-
hod (viz. algoritmus 4). initializeDefaultParameters inicializuje v²echny prom¥nné pro
výpo£et algoritmu na po£áte£ní hodnotu. Dále pak volá metodu p°epo£tu parametru λ po
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restartu (IPOP-CMA-ES po restartu zvy²uje mnoºství populace o násobek increasePopu-
lationMultiplier) calculateLambda. Postup je na 7

To, zda jsou restartovací podmínky spln¥ny je pln¥ v kompetenci potomk·, protoºe
metoda isRestartConditionsMet ve t°íd¥RestartCMAESMethod je abstraktní. Stejn¥
jako calculateLambda.

Poslední metoda t°ídy je getRestartCounter. Metoda vrací po£et jiº provedených
restart· (tedy po£et volání metody restart).

super.optimize()1

if isRestartConditionsMet() then2

restart()3

end4

Algorithm 6: Obsluha jednoho optimaliza£ního kroku instance restartovací strategie

restartCounter +=restartCounter +11

initializeDefaultParameters()2

calculateLambda()3

Algorithm 7: Obsluha jednoho restartu restartovací strategie

3.3.3 T°ída IPOPCMAESMethod

T°ída IPOPCMAESMethod implementuje abstraktní t°ídu CMAESMethod, kde p°ed-
kovi implementuje restartovací podmínky, které jsou shodné s podmínkami pro zastavení
t°ídy PureCMAESMethod. Jedná se o tyto podmínky:

• NoE�ectAxis v instanci noE�ectToAxisStopCondition t°ídy NoE�ectAxisSt-
opCondition.

• NoE�ectCoord v instanci noE�ectToAxisStopCondition t°ídy NoE�ectAxis-
StopCondition.

• EqualFunValues v instanci equalFunValuesStopCondition t°ídy EqualFunVal-
uesStopCondition.

• ConditionCov v instanci conditionCovStopCondition t°ídy ConditionCovSt-
opCondition.

• TolFun v instanci tolFunStopCondition t°ídy TolFunStopCondition.

• TolX v instanci tolXStopCondition t°ídy TolXStopCondition.

• instance t°ídy SimpleStopCondition, coº je obecná zastavovací podmínka která de-
tekuje konvergenci �tness.
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T°ída má jednu prom¥nnou increasePopulationMultiplier, která udává násobek ∆λ
po restartu. Tento atribut je pouºit p°i volání metody calculateLambda, která je volána
p°i kaºdém restartu metodou restart.

Metody jsou následující:

void init(ObjectiveFunction function)

void setStopConditionParameters()

void optimize()

boolean isRestartConditionsMet()

void restart()

void calculateLambda()

Metoda init se stará pouze o správné po£áte£ní nastavení parametr· v²ech restartovacích
podmínek a volání metody init svého p°edka.

Metoda setStopConditionParameters ned¥lá nic, protoºe t°ída IPOPCMAESMe-
thod nemá ºádné zastavovací podmínky, krom¥ jedné nad°azené (omezení £asu, nebo po£tu
iterací).

Metoda optimize se stará o volání jednoho kroku algoritmu a p°edání stavových prom¥n-
ných pro restartovací podmínky. O kontrolu zda, je restartovací podmínka spln¥na se stará
metoda optimize v RestartCMAESMethod pomocí volání isRestartConditionsMet.

Metoda isRestartConditionsMet bu¤ vrací true, je-li alespo¬ jedna ze zmín¥ných
podmínek spln¥na, jinak je false.

Metoda restart nastavuje stejn¥ jako init v²echny restartovací podmínky do po£áte£ního
stavu.

3.3.4 T°ída PureCMAESMethod

T°ída PureCMAESMethod implementuje abstraktní t°ídu CMAESMethod, kde svému
p°edkovi p°idává zastavovací podmínky, které nem·ºe CMAESMethod implementovat,
kv·li restartovacím podmínkám (jakmile by byla spln¥na restartovací podmínka, byla by
spln¥na i podmínka zastavovací a p°edek CMAESMethod by mohl výpo£et zastavit).
Zbytek je p°enechán na p°edkovi. T°ída PureCMAESMethod implementuje následující
metody:

void init(ObjectiveFunction function)

void optimize()

void setStopConditionParameters()

CMAESStopCondition[] getStopConditions()

T°ídu mohou zastavit následující zastavovací podmínky:

• NoE�ectAxis v instanci noE�ectToAxisStopCondition t°ídy NoE�ectAxisSt-
opCondition.

• NoE�ectCoord v instanci noE�ectToAxisStopCondition t°ídy NoE�ectAxis-
StopCondition.
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• EqualFunValues v instanci equalFunValuesStopCondition t°ídy EqualFunVal-
uesStopCondition.

• ConditionCov v instanci conditionCovStopCondition t°ídy ConditionCovSt-
opCondition.

• TolFun v instanci tolFunStopCondition t°ídy TolFunStopCondition.

• TolX v instanci tolXStopCondition t°ídy TolXStopCondition.

• instance t°ídy SimpleStopCondition, coº je obecná zastavovací podmínka která de-
tekuje konvergenci �tness.

Metoda init zaji²´uje správné po£áte£ní nastavení parametr· v²ech zastavovacích pod-
mínek a dále pak volá metodu init svého p°edka.

Volání metody optimize je jeden krok algoritmu. Metoda pracuje se p°edkem ve t°íd¥
CMAESMethod a následn¥ nastavuje parametry zastavovacích podmínek po výpo£tu
voláním metody setStopConditionParameters.

Metoda setStopConditionParameters nastavuje v²echny zastavovací podmínky po
provedení jednoho kroku algoritmu (volání metody optimize).

Metoda getStopConditions vrací pole v²ech zastavovacích podmínek uvedené na p°ed-
chozím vý£tu, tak aby ten kdo algoritmus obsluhuje mohl ov¥°it, zda n¥jaká z nich nebyla
spln¥na (metoda isConditionMet ).

3.3.5 T°ída SigmaMeanCMAESMethod

T°ída SigmaMeanCMAESMethod je potomek t°ídy IPOPCMAESMethod, kterou
roz²i°uje o nastavení hodnot prom¥nných σ(0) a m(0) po restartu. Jedná se tedy o roz²í°enou
metodu zaloºenou na restartech a nár·stu populace σ-m-IPOP-CMA-ES.

Je to t°íd¥ která roz²i°uje svého p°edka IPOPCMAESMethod o nastavení jiné hod-
noty prom¥nné σ(0) po restartu, neº je inicializa£ní hodnota (atribut initialSigma t°ídy
CMAESMethod), ale na hodnotu podle rovnice 2.12. Dále pak m(0) po restartu na hodnotu
rovnice 2.11 (viz. popis v algoritmu 8).

Pro docílení tohoto efektu ve t°íd¥ SigmaMeanIPOPCMAES napí²u vlastní metodu
restart, která bude volat metodu restart t°ídy IPOPCMAESMethod a bude nastavovat
atribty po restaru podle algoritmu 8.

super.restart ()1

bestWorstDist = MatrixUtils.createRealVector (this.theBestPoint.getPoint2

().toArray ()).getDistance (this.theWorstPoint.getPoint ().toArray ());
super.xmean = MatrixUtils.createRealVector (super.theBestPoint.getPoint3

().toArray ()).subtract (super.theWorstPoint.getPoint ().toArray ()).mapDivide (2);
this.attributeSigma = bestWorstDist/2;4

Algorithm 8: T¥lo metody restart ve t°íd¥ SigmaMeanIPOPCMAESMethod
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Po nastavení v²ech atribut· na po£áte£ní hodnotu pomocí metody restrat t°ídou IPOP-
CMAESMethod, kde p°enastavím hodnoty pomocí metody restart ve t°íd¥ SigmaMe-
anIPOPCMAESMethod.

3.3.6 Implementace zastavovacích podmínek

P°i tvorb¥ zastavovacích podmínek jsem vycházel p°edev²ím z £lánku [18], který podrobn¥
vysv¥tluje kaºdou zastavovací podmínku. U podmínek NoE�ectAxis a NoE�ectCoord
jsem pouºil kód z [16], kde jsou podmínky dob°e popsané.

V²echny zastavovací podmínky jsou potomci rozhraní CMAESStopCondition, aby
nebyli zam¥n¥ny s jinými zastavovacími podmínkami.

V²echny tyto podmínky mají atribut use, kterým m·ºu danou zastavovací podmínku
vypnout, nebo zapnout. P°i volání metody isConditionMet se ov¥°uje p°ed vyhodnocením
kritéria, zda není hodnota use nastavena na true.

3.3.6.1 Podmínka NoE�ectAxis

Zastavovací podmínku NoE�ectAxis jsem implementoval t°ídou NoE�ectAxisStopCo-
ndition. Podmínka pracuje s vlastnostmi prom¥nných D(g),B(g),m(g) a g. V²echny tyto
prom¥nné p°edávám v metod¥ setValues.

De�nice Zastavovací podmínka NoE�ectAxis: Zastav jestliºe 0.1 sm¥rodatné odchylky v
n¥které z komponent C(g) p°i£tené k m(g) nezm¥ní jeho hodnotu

Je nutné, aby se postupn¥ st°ídali v²echny komponenty, £ehoº lze docílit tím, ºe spo£ítám
zbytek po d¥lení z této generace po vyd¥lení po£tu moºných komponent.

Podmínku lze vyjád°it tak, ºe porovnáváme aktuální st°ední hodnotu se sou£tem st°ední
hodnoty s vybraným vlastním vektorem po tom, co vynásobíme 0.1 odmocniny z vlastního
£ísla. Matematicky lze vyjád°it výpo£et sm¥rodatné odchylky podle rovnice 3.2.

m
(g)
stddev = m(g) + 0.1b

(g)
i

√
d
(g)
ii (3.2)

Z rovnice 3.2 lze vyjád°it podmínku NoE�ectAxis kódem jako v algoritmu 9.

eigenIndex = currentGeneration mod N;1

xmeanAfterAddingStdDev = xmean.add ( B.getColumnVector2

(eigenIndex).mapMultiply ( standardDeviationRatio * Math.sqrt ( D.getEntry
(eigenIndex))));
if xmean.equals ( xmeanAfterAddingStdDev) then3

return true;4

end5

return false;6

Algorithm 9: Implementace zastavovací podmínky NoE�ectAxis
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3.3.6.2 Podmínka NoE�ectCoord

Zastavovací podmínku NoE�ectCoord jsem implementoval t°ídou NoE�ectCoordStop-
Condition. Podmínka pracuje s vlastnostmi prom¥nných D(g),m(g), a σ(g). V²echny tyto
prom¥nné p°edávám v metod¥ setValues.

De�nice Zastavovací podmínka NoE�ectCoord: Zastav jestliºe p°i£tení 0.2 sm¥rodatné od-
chylky v n¥jaké i-té osy nezm¥ní hodnotu m(g) v dané sou°adnici m(g)

i

Podmínku lze vyjád°it podobn¥ jako v p°ípad¥ NoE�ectAxis porovnáním výpo£tu odmoc-
niny vektoru vlastních £ísel násobených 0.2σ(g). Matematicky lze výpo£et p°i£tení sm¥ro-
datné odchylky podle rovnice 3.3.

m
(g)
stddevm

(g) + 0.2σ(g)
√
D(g) (3.3)

Z rovnice 3.3 lze vyjád°it podmínku NoE�ectCoord kódem jako v algoritmu 10.

if D.mapSqrt().mapMultiply ( atrributeSigma * 0.2).add ( xmean).equals ( xmean)1

then
return true;2

end3

return false;4

Algorithm 10: Implementace zastavovací podmínky NoE�ectCoord

3.3.6.3 Podmínka EqualFunValues

Zastavovací podmínku EqualFunValues jsem implementoval t°ídou EqualFunValuesStop-
Condition. Podmínka pracuje hodnotami f

(
x
(g)
1:λ

)
v 1 . . . 10+d30nλ e generacích. Fitness hod-

noty nejlep²ích jedinc· v generacích ukládám do instance ArrayList<Double> a zárove¬
p°i£ítám p°idávanou hodnotu �tness k prom¥nné, tak abych zabránil nutnosti s£ítat celý
seznam uloºených 10 + d30nλ e �tness p°i kaºdém vyhodnocení.

De�nice Zastavovací podmínka EqualFunValuesStopCondition: Zastav jestliºe 10 + d30nλ e

generacích je hodnota
∑10+d 30n

λ
e

g=0 f
(
x
(g)
1:λ

)
V atributu currentGeneration uchovávám práv¥ probíhající generaci a jeho hodnotu

inkrementuji pokaºdé, kdyº volám metodu setValues. Dále mám pak konstantu history-
Depth, v níº uchovávám hodnotu po£tu 10 + d30nλ e uchovávaných generací. Atribut cur-
rentSumOfHisotry ukládá sou£et 10 + d30nλ e posledních generací, nebo men²í po£et gen-
erací. Seznam history pouºívám k uchovávání v²ech hodnot p°edaných metodou setValues
a pouºívám tento atribut k ode£ítání historie pokud po£et generací p°esko£í 10 + d30nλ e.

P°i volání metody setValues p°edá metoda setStopConditionParameters �tness ne-
jlep²ího jedince f

(
x
(g)
1:λ

)
v generaci g. Pokud je g < 10 + d30nλ e (tzn. podmínka current-

Generation ≤ historyDepth ) sta£í pouze p°idat hodnotu na seznam history a p°i£íst k
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atributu currentSumOfHistory hodnotu f
(
x
(g)
1:λ

)
. Pokud je ov²em po£et generací v¥t²í,

ode£tu od hodnoty currentSumOfHistory první hodnotu v seznamu history a p°i£tu
hodnotu f

(
x
(g)
1:λ

)
.

Podmínku EqualFunValues lze vyjád°it kódem jako v algoritmu 11:

if currentGeneration <= historyDepth then1

history.add (currentBestFitness);2

currentSumOfHisotry += currentBestFitness;3

end4

else5

currentSumOfHisotry += currentBestFitness- history.get ((currentGeneration- 1) mod6

historyDepth);
history.set (currentGeneration mod historyDepth, currentBestFitness);7

end8

Algorithm 11: Implementace zastavovací podmínky EqualFunValues

3.3.6.4 Podmínka ConditionCov

Poslední ze statických zastavovacích podmínek je ConditionCov, jejíº implementace se
skrývá ve t°íd¥ ConditionCovStopCondition.

De�nice Zastavovací podmínka ConditionCov: Zastav jestliºe £íslo podmín¥nosti kovari-
an£ní matice C je v¥t²í neº κ = 1014.

Pokud známe nejmen²í a nejv¥t²í vlastní £íslo matice C(g), nemusíme po£ítat £íslo pod-
mín¥nosti nap°. podle [28], ale sta£í porovnat nejv¥t²í vlastní £íslo s nejmen²ím vlastním
£íslem vynásobeným hodnotou κ. Pokud platí d11 > κdnn je £íslo podmín¥nosti matice C(g)

také v¥t²í, neº κ, neplatí-li podmín¥nost je men²í neº κ

Podmínku ConditionCov lze vyjád°it kódem jako v algoritmu 12.

Arrays.sort (eigenvalues);1

if eigenvalues [0] > maxMultiplyOfMinEigenvalue * eigenvalues [ eigenvalues.length- 1]2

then
return true;3

end4

return false;5

Algorithm 12: Implementace zastavovací podmínky ConditionCov

3.3.6.5 Podmínka TolX

Podmínka TolX není obecn¥ platná pro v²echny funkce, ale m·ºe být závislá na problému.
Její atribut tolX je proto nutné nastavit na poºadovanou hodnotu. Podmínka je ve t°íd¥
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TolXStopCondition.

De�nice Zastavovací podmínka TolX: Zastav jestliºe sm¥rodatná odchylka normálního roz-
d¥lení je ve v²ech osách men²í neº hodnota TolX a jestliºe hodnota σ(g)p

(g)
c je ve v²ech osách

men²í neº TolX.

První kritérium je spln¥no, je-li sm¥rodatná odchylka ve v²ech osách men²í neº hodnota
TolX. Toto lze matematicky vyjád°it tak, ºe jsou-li v²echny prvky na hlavní diagonále ko-
varian£ní matice C(g) vynásobené step-size v dané generaci σ(g) men²í neº TolX, podmínka
je spln¥na.

Podmínku TolX lze vyjád°it kódem v jako v algoritmu 13.

pcAndSigma = pc.mapMultiply (attributeSigma).getData();1

for i=1 to N do2

if pcAndSigma [�] > tolX then3

return false;4

end5

end6

stdDevDistribution = diagC.mapMultiply (attributeSigma).getData(); for i=0 to N7

do
if stdDevDistribution [i] > tolX then8

return false;9

end10

return true;11

end12

Algorithm 13: Implementace zastavovací podmínky TolX

3.3.6.6 Podmínka TolFunHistory

Podmínka TolFunHistory je stejn¥ jako TolX závislá na °e²eném problému. Podmínka je
identická s EqualFunValues s rozdílem, ºe sou£et 10+ d30nλ e generacích m·ºe být r·zný od
0 a podmínka je spln¥na, pokud je sou£et mén¥ neº atribut tolFun.
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Kapitola 4

Experimenty

4.1 Informace k experiment·m

Na algoritmu jsem provedl °adu experiment·. První z nich spo£íval v porovnání algoritmu
CMA-ES pro v²echny dostupné metody v knihovn¥ JCool, které ke dni 11. kv¥tna 2011
k dispozici a totéº platí pro 35 tehdy dostupných testovacích funkcí, uvedených v prvním
sloupci tabulky 4.1. Druhá série experiment· spo£ívala v zji²t¥ní pr·b¥hu u vybraných funkcí
algoritmu CMA-ES.

4.1.1 Získávání informací o pr·b¥hu p°i porovnávání s ostatními meto-

dami

Pro získávání informací o pr·b¥hu jednotlivých metod nebyla v knihovn¥ p·vodn¥ ºádná
t°ída. Pro ú£ely této práce jsem vytvo°il vlastní solver ve t°íd¥ StepSolver, který imple-
mentoval rozhraní Solver. StepSolver d¥dí od t°ídy StepStorage. T°ída StepStorage
slouºí k uchovávání mezivýsledk· o nejlep²ích a nejhor²ích jedincích v jednotlivých gener-
acích. V závislosti na typu telemetrie lze uchovávat dva druhy výsledk·:

• Telemetrie ValuePointListTelemetry, nebo ValuePointListColoredTelemetry
pak uchovávám nejlep²ího i nejhor²ího jedince jako výsledek z jedné generace.

• Telemetrie ValuePoint, pak uchovávám pouze jediného jedince (algoritmus pracuje
pouze s jednou hodnotou v kaºdé generaci) a to jako nejlep²ího i jako nejhor²ího jako
výsledek z dané generace.

Ve t°íd¥ StepSolver jsem implementoval metodu solve tak, aby si v kaºdém kroku
ukládala pr·b¥h metody a zárove¬ ov¥°ovala, zda nebyl p°ekro£en maximální po£et 1000
iterací. V²echny algoritmy a testovací funkce volala metoda ComparsionReporting.

Po vypo£tení výsledk· kaºdé z testovaných funkcí uvedených ve 4. sloupci tabulky 4.1
se vytvo°í csv soubor a na kaºdém °ádku tohoto souboru je uloºen pr·b¥h funkce pro jed-
notlivé metody. Pro vykreslení výsledk· t°ída generuje Matlab skript v n¥mº vykreslí v²echny
výsledky.

51



52 KAPITOLA 4. EXPERIMENTY

P°i výpo£tech funkce Hump, která selhala na výpo£tu optimaliza£ní metody Leven-
bergMarquardtMethod, proto p°íslu²ný graf ve své práci neuvádím.

Nár·st populace po restartu ∆λ je pro IPOP-CMA-ES algoritmus nastavena na ∆λ = 2.

Výsledky z t¥chto experiment· jsou na p°iloºeném CD v /experiments/comparsion/.
T°ídy které jsem vytvo°il pro tento problém (StepSolver, StepStorage a Comparsion-
Reporting) nejsou sou£ástí p°iloºeného kódu knihovny a jsou rovn¥º na p°iloºeném CD ve
sloºce /reporting_code/.

4.1.2 Diskuze o výsledcích experiment·

Ve v¥t²in¥ testovacích funkcí dosáhl algoritmus CMA-ES lep²ích výsledk· neº konkuren£ní
metody. Místy se sice stalo, ºe algoritmus uvázl v lokálním minimu, jako nap°íklad v p°í-
pad¥ Levyho 3 a Levyho 5 funkce, kde algoritmus CMA-ES skon£il výpo£et po 20 iteracích,
protoºe byla spln¥na zastavovací podmínka EqualFunValues. Algoritmus IPOP-CMA-ES
vykompenzoval hor²í výsledky CMA-ES hned po prvním restartu, kdy se dostal do globálního
optima, v n¥mº prob¥hlo pro Levyho 3 funkci 7 restart· a pro Levyho 5 funkci 6 restart·.

Na v¥t²in¥ pr·b¥h· �tness funkcí je vid¥t, kdy se algoritmus IPOP-CMA-ES restartoval.
Restart se projevuje náhlým nár·stem, resp. poklesem pr·b¥hu �tness funkce. Velmi dob°e
je to vid¥t nap°íklad na Langermannov¥ funkci, kde prob¥hlo velmi rychle za sebou po cca.
10 generacích 7 restart·. Po restartu se algoritmus vrátil k p·vodnímu globálnímu optimu.
Jediná metoda, která podává stejn¥ dobré výsledky je API. Naopak u n¥kterých metod m¥l
IPOP-CMA-ES problémy s velkým po£tem restart·, coº ukazuje Shekelova funkce, kde je
po 20. generacích zaznamenáno zna£né mnoºství restart· a algoritmus osciluje.

I p°es to, ºe metoda je metoda vhodná spí²e na funkce unimodální, výsledky ukazují, ºe
metoda nemá problémy ani s multimodálními funkcemi, jako je Ackleyova nebo Rastriginova
funkce.

4.1.3 Získávání informací o pr·b¥hu výpo£tu algoritmu CMA-ES

Pro získávání výsledk· jsem vytvo°il speciální t°ídu odvozenou od t°ídy PureCMAES-
Method, protoºe atributy, které jsem cht¥l získat (m(g) a C(g) jsou p°ístupné pouze po-
tomk·m).

O výstupy z krok· metody PureCMAESMethod se stará t°ídaPureCMAESMetho-
dReporting, která ve své £lenské metod¥ measure volá 1000 krát metodu p°edka PureC-
MAESMethod optitmize a po kaºdé generaci uloºí hodnoty C a xmean.

Po volání kaºdé �tness funkce z testovacích funkcí uvedených ve 3 sloupci tabulky 4.1 se
výsledky uloºí do Matlab skriptu do odpovídajících vektor·.

Výsledky z t¥chto experiment· jsou na p°iloºeném CD ve sloºce /experiments/cmasteps/.
T°ída, kterou jsem vytvo°il pro tento problém (PureCMAESMethodReporting ), není
sou£ástí p°iloºeného kódu knihovny. T°ídy jsou uloºeny na p°iloºeném CD ve sloºce /report-
ing_code/.

Sou£asn¥ jsem provedl experimenty nad v²emi metodami a porovnal výsledné hodnoty
dosaºených �tness v²ech algoritm· a pro v²echny testovací funkce pro 1000 a 10000 iterací.
Data jsou ve sloºce /experiments/�nalresults.
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Funkce f (x) Pr·b¥h CMA-ES Pr·b¥h min f s ostatními algoritmy
Ackley C.1 B.1
Beale C.2 B.2

Bohachevsky C.3 B.3
Booth C.4 B.4
Branin C.5 B.5
Colville - B.6

DixonPrice - B.7
Easom C.8 B.8

GoldsteinPrice - B.9
Griewangk - B.10
Hartmann - B.11
Himmelblau C.10 B.12

Hump C.11 -
Langermann - B.13

Levy - B.16
Levy3 - B.14
Levy5 - B.15
Matyas C.12 B.17

Michalewicz - B.17
Perm - B.19
Powell - B.20

PowerSum - B.21
Rana - B.22

Rastrigin C.13 B.23
Rosenbrock C.14 B.24
Schwefel C.15 B.25
Shekel - B.26
Shubert - B.27
Sphere C.16 B.28
Trid C.17 B.29

Whitley - B.30
Zakharov C.18 B.31
Constant C.6 -

Tabulka 4.1: Testovací funkce, nad nimiº byli provedeny experimenty.
V prvním sloupci je uveden název odpovídající funkce. Druhý sloupec obsahuje £íslo obrázku
na n¥mº je vyzna£en pr·b¥h výpo£tu prom¥nných algoritmu CMA-ES a ve £tvrtém sloupci
porovnání v²ech dostupných algoritm· v knihovn¥ na odpovídající testovací funkci. V p°í-
pad¥, ºe je v tabulce symbol �-� znamená to, ºe výpo£et byl zbyte£ný (konstantní funkce),
nebo se pr·b¥hu vyskytla n¥jaká chyba (funkce Hump).
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Kapitola 5

Záv¥r

Úkolem mé práce bylo nastudovat, implementovat a provést experimenty s algoritmem CMA-
ES. P°edpokladem pro vytvo°ení algoritmu byla d·kladná analýza zna£n¥ komplikovaného
popisu zaloºeného na znalostech i pokro£ilej²ích partií lineární algebry. Samotná analýza
zabrala p°es p·l roku, coº odpovídá i rozsahu teoretické £ásti.

V první kapitole své práce se zabývám obecnými vlastnostmi evolu£ních algoritm·, kde
zobec¬uji jednotlivé skupiny evolu£ních algoritm· v£etn¥ jejich operátor·. Podrobn¥ji roze-
bírám rovn¥º taxonomii evolu£ních strategií podle jejich práce s populací. V této £ásti za-
°adím algoritmus CMA-ES do odpovídající t°ídy evolu£ních výpo£t·. Dále pak de�nuji pod-
statné matematické pojmy jenº jsou nutné pro °ádné pochopení algoritmu.

V analýze algoritmu podrobn¥ rozebírám v²echny operace, které algoritmus provádí.
Vysv¥tluji jednotlivé kroky za pouºití pojm·, které jsem de�noval v úvodní kapitole. Dále
pak zmi¬uji známé varianty, které vylep²ují vlastnosti £istého CMA-ES, jsou to: IPOP-CMA-
ES, LS-CMA-ES a ACTIVE-CMA-ES. Existující variantu IPOP-CMA-ES jsem roz²í°il o
uchovávání n¥kterých vlastností. Variantu IPOP-CMA-ES jsem roz²í°il o historii nejlep²ího
a nejhor²ího jedince, jejichº hodnoty vyuºívám pro nastavení n¥kterých prom¥nný algoritmu
IPOP-CMA-ES po restartu. Tento algoritmus jsem nazval σ-m-IPOP-CMA-ES. Rovn¥º po-
drobn¥ zanalyzuji zastavovací podmínky, invarianci, vztah s inverzním Hesisánem a Newton-
ovou metodou.

Do knihovny JCool jsem implementoval £istý algoritmus CMA-ES, IPOP-CMA-ES a
svojí variantu σ-m-IPOP-CMA-ES. Protoºe jsou algoritmy provázané spole£nými výpo£ty,
vytvo°il jsem t°ídu zobecn¥ného algoritmu CMA-ES k n¥muº jsem postupn¥ p°idával dal²í
t°ídy implementující dal²í algoritmy. Koncepce t°ídní hierarchie je °e²ena tak, aby v p°ípad¥
nutnosti bylo moºné knihovnu snadno roz²í°it o dal²í varianty.

Metodu jsem podrobil °ad¥ zajímavých experiment·. Mezi nejpodstatn¥j²í povaºuji po-
rovnání algoritmu se v²emi ostatními algoritmy, které jsou sou£ástí knihovny na v²ech testo-
vacích funkcích. Algoritmus potvrdil svou kvalitu p°i hledání optim oproti ostatním metodám
a na v¥t²in¥ testovacích funkcí na²el optimum v nejmen²ím po£tu iterací. V p°ípad¥, ºe
CMA-ES nedosáhl dobrých výsledk·, dosahoval jsem dobrých výsledk· s roz²í°ením IPOP-
CMA-ES. K dal²í °ad¥ experiment· jsem si vybral men²í mnoºinu testovacích funkcí, nad
níº jsem ov¥°il konvergenci algoritmu na unimodálních i multimodálních funkcích. Prom¥nné
algoritmu jsem v jednotlivých generacích vizualizoval, abych ov¥°il funk£nost.
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Problematika algoritmu CMA-ES je mnohem komplikovan¥j²í, a to co zmi¬uji v teorii, je
pouze zlomek toho, co lze o práci napsat. Za nejkomplikovan¥j²í povaºuji vzájemné interakce
mezi prom¥nnými a vybrat z t¥chto výpo£t· to nejzajímav¥j²í.

Danou prací jsem poloºil základ algoritmu CMA-ES, v£etn¥ jeho nových variant. Doufám,
ºe mé výsledky p°inesou osobám, které se budou o problematiku CMA-ES zajímat základní
poznatky, z nichº lze v budoucnu vyvíjet dal²í velmi zajímavé algoritmy.
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P°íloha A

Popis atribut· t°ídy CMAESMethod

61



62 P�ÍLOHA A. POPIS ATRIBUT� T�ÍDY CMAESMETHOD

Název prom¥nné Parametr Popis
B B(g) Matice vlastních vektor· C(g)

bestValueInCurrentGeneration x
(g)
1:λ Nejlep²í vektor z generace g

C C(g) Kovarian£ní matice C(g)

cCumulation cc Kumula£ní konstanta
chiN ‖N (0, I) ‖ Odhad L2 normy N (0, I)

consumer consumer P°íjemce pr·b¥hu
countEval countEval Po£et vyhodnocení �tness f
cRank1 c1 Konstakta rank-1-update
cSigma cσ Konstanta pro výpo£et σ(g)

currentGeneration g Stávající generace g

D D(g) Vektor vlastních £ísel D(g)

dampingForSigma dσ Tlumící konstanta dσ
eigenEval eigenEval Po£et rozklad· C(g)

function function Fitness funkce f

gaussianGenerator N (0, 1) Generátor normálního rozd¥lení
initialSigma σ(0) Po£áte£ní hodnota σ(0)

inverseAndSqrtC C− 1
2
(g)

C− 1
2
(g)

pro výpo£et p(g)
σ

lambda λ Velikost populace λ

max max Maximální ∀i ∈ N x
(O)
i ≤ max

min min Maximální ∀i ∈ N x
(O)
i ≥ max

mu µ Po£et vybraných jedinc· µ

muEff µeff Efektivní hodnota selekce
N N,n Vstupní rozm¥r funkce f

pCumulation p
(g)
c evolu£ní cesta pro rank-1-update

pSigma p
(g)
σ evolu£ní cesta pro σ(g)

sigma σ(g) Velikost kroku
telementry telemetry V²ichni jedinci z g

theBestPoint theBestPoint Nejlep²í jedinec ze v²ech generací
theWorstPoint theWorstPoint Nejhor²í jedinec ze v²ech generací

weights w Váhy
xmean m(g) Váºená st°ední hodnota selekce

Tabulka A.1: Popis atribut· t°ídy CMAESMethod jejich p°ípadné odpovídající prom¥nné
algoritmu CMA-ES



P°íloha B

Grafy pr·b¥h· �tness

V následující p°íloze jsou grafy pr·b¥hu �tness pro v²echny testovací funkce, které byli v
knihovn¥ k dispozici. V kaºdém grafu je vyzna£en odpovídající barvou algoritmus hledající
minimum.
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Obrázek B.1: Pr·b¥h �tness pro Ackleyovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.2: Pr·b¥h �tness pro Bealeho funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.3: Pr·b¥h �tness pro Bohachevskyho funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.4: Pr·b¥h �tness pro Booth funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.5: Pr·b¥h �tness pro Branin funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.6: Pr·b¥h �tness pro Colville funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.7: Pr·b¥h �tness pro Dixon-Priceovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.8: Pr·b¥h �tness pro Easomovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.9: Pr·b¥h �tness pro Goldstein-Price funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.10: Pr·b¥h �tness pro Griewangkovu funkci v²ech algoritm·.



69

0 20 40 60 80 100 120
−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

Generace (g)

F
itn

es
s 

f(
x)

Hartmann

 

 
AACA
ACO
API
CACO
CMAES
DACO
DifferentialEvolution
HGAPSO
OrthogonalSearch
PALDifferentialEvolution
PBIL
Powell
PSO
QuasiNewton
Random
SADE
SteepestDescent
PureCMAES
IPOPCMAES

Obrázek B.11: Pr·b¥h �tness pro Hartmannovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.12: Pr·b¥h �tness pro Himmelblauovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.13: Pr·b¥h �tness pro Langermannovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.14: Pr·b¥h �tness pro Levyho 3 funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.15: Pr·b¥h �tness pro Levyho 5 funkci v²ech algoritm·.

0 20 40 60 80 100 120
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Generace (g)

F
itn

es
s 

f(
x)

Levy

 

 
AACA
ACO
API
CACO
CMAES
DACO
DifferentialEvolution
HGAPSO
OrthogonalSearch
PALDifferentialEvolution
PBIL
Powell
PSO
QuasiNewton
Random
SADE
SteepestDescent
PureCMAES
IPOPCMAES

Obrázek B.16: Pr·b¥h �tness pro Levy funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.17: Pr·b¥h �tness pro Matyasovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.18: Pr·b¥h �tness pro Michalewiczovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.19: Pr·b¥h �tness pro Perm funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.20: Pr·b¥h �tness pro Powellovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.21: Pr·b¥h �tness pro kvadratickou funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.22: Pr·b¥h �tness pro Ranaovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.23: Pr·b¥h �tness pro Rastrigin funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.24: Pr·b¥h �tness pro Rosenbrockovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.25: Pr·b¥h �tness pro Schwefelovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.26: Pr·b¥h �tness pro Shekelovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.27: Pr·b¥h �tness pro Shubertovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.28: Pr·b¥h �tness pro Sphere funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.29: Pr·b¥h �tness pro Tridovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.30: Pr·b¥h �tness pro Whitleyovu funkci v²ech algoritm·.
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Obrázek B.31: Pr·b¥h �tness pro Zakharov funkci v²ech algoritm·.
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P°íloha C

Kroky algoritmu CMA-ES

Na následujících obrázcích jsou uvedeny grafy pr·b¥hu vybraných testovacích funkcí algo-
ritmu CMA-ES. Grafy zobrazují pohyb st°ední hodnoty m(g) a σ(g)C(g).
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ackley
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Obrázek C.1: Pr·b¥h algoritmu pro Ackleyovu funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (0, 0), f (x∗) = 0. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.2: Pr·b¥h algoritmu pro Bealeho funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (3, 0.5), f (x∗) = 0. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.3: Pr·b¥h algoritmu pro Bohachevskyho funkci prvního druhu ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (0, 0), f (x) = 1. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.4: Pr·b¥h algoritmu pro Booth funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (1, 3), f (x∗) = 0. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.5: Pr·b¥h algoritmu pro Braninovu funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗

1 = (−π, 12.275), x∗
2 = (π, 2.275), x∗

3 = (9.42478, 2.475), f
(
x∗
1,2,3

)
=

0.397887. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední hodnota m(g) a modrou kovarian£ní
matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.6: Pr·b¥h algoritmu pro konstantní funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x ∈ R2, ∀x ∈ R2 f (x) = 0. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená
st°ední hodnotam(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g). Protoºe je vypnutná zastavovací
podmínka EqualFunValues algoritmus se zastaví aº po ur£eném po£tu iterací 1000.
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dixonprice
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Obrázek C.7: Pr·b¥h algoritmu pro Dixon-Priceovu funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (0, 0), f (x∗) = 0. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.8: Pr·b¥h algoritmu pro Easomovu funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (π, π), f (x) = −1. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.9: Pr·b¥h algoritmu pro Goldstein-Priceovu funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (0, 1), f (x) = 3. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.10: Pr·b¥h algoritmu pro Himmelblauovu funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (−0.270844,−0.923038), f (x) = 181.616. �ervenou barvou je
vyzna£ena váºená st°ední hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.11: Pr·b¥h algoritmu pro Humpovu funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (0.0898,−0.7126), x∗

2 = (−0.0898, 0.7126), f
(
x∗
1,2

)
= 0. �erve-

nou barvou je vyzna£ena váºená st°ední hodnotam(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.12: Pr·b¥h algoritmu pro Matyasovu funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (0, 0), f (x∗) = 0. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.13: Pr·b¥h algoritmu pro Rastriginovu funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (0, 0), f (x∗) = 0. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.14: Pr·b¥h algoritmu pro Rosenbrockovu funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (1, 1), f (x∗) = 0. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.15: Pr·b¥h algoritmu pro Schwefelovu funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (1, 1), f (x∗) = 0. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.16: Pr·b¥h algoritmu pro kvadratickou funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (0, 0), f (x∗) = 0. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.17: Pr·b¥h algoritmu pro Tridovu funkci ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (0, 0), f (x) = −2. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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Obrázek C.18: Pr·b¥h algoritmu pro Zakharovovu funkcui ve dvou rozm¥rech
Globální minimum je x∗ = (0, 0), f (x∗) = 0. �ervenou barvou je vyzna£ena váºená st°ední
hodnota m(g) a modrou kovarian£ní matice σ(g)C(g).
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P°íloha D

Tutorial

D.1 Prerequisites

D.1.1 Required applications

Before you run JCool user interface, check whether you have following applications:

• Subversion

• Maven

• Java Development Kit 1.6 or newer.

D.1.2 Checking out from repository

To checkout source code from repository use command:

svn co $REPOSITORY_ADDRESS/jcool/trunk jcool

First part of command svn calls subversion client. Second co command is for check-
out source from de�ned path in third part of command. Third part is path to subversion
repository server and you download latest release trunk of jcool project. Sources will be
downloaded to jcool directory.

Currently JCool is hosted on sourceforge SVN repository on address

https://fakegame.svn.sourceforge.net/svnroot/fakegame

D.1.3 Building with Maven

After correct checkout all source �les from repository you have to build all source into jar
�le.

To make package from whole project, you have to call following Maven command:

mvn package

This command call Maven which make packages for each of the module. Maven build �ve
jar �les for each module of the JCool project.
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D.1.4 Running JCool user interface

If you succeed in previous steps you can run the UI. In module ui folder there is target folder
and serveral �les whose su�xes are jar and there should be jcool-ui-1.0-SNAPSHOT.jar
�le. To run the user interface, type following command:

java -jar jcool-ui-1.0-SNAPSHOT.jar

where 1.0 is current version of JCool in trunk.

D.2 Solving probles with JCool library

D.2.1 Writing �tenss function f

To solve any problem, that can be written as a parametric function of at least one variable
(so mapping f (x) : Rn → R) with some contraints.

To write your own function, you should create java class in benchmark module in
following package

cz.cvut.felk.cig.jcool.benchmark.function

your class must be derived at least from interface Function from package in coremodule.

cz.cvut.felk.cig.jcool.core

for example, to write linear function f(x) = x1 + x2 as a instance of Function class you
can write:

package cz.cvut.felk.cig.jcool.benchmark.function;

import cz.cvut.felk.cig.jcool.core.Function;

import cz.cvut.felk.cig.jcool.core.Point;

public class LinearFunction implements Function{

public double valueAt(Point point) {

double x1 = point.toArray()[0];

double x2 = point.toArray()[1];

return x1+x2;

}

public int getDimension() {

return 2;

}

}
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If function has a gradient, Hessian or bounds your class can implement interfaces of
FunctionGradient, FunctionHessian or FunctionBounds respectively.

For completeness I extend instance LinearFunction of FunctionGradient and Function-
Hessian.

public class LinearFunction implements Function,

FunctionGradient, FunctionHessian

{

public double valueAt(Point point) {

double x = point.toArray()[0];

double y = point.toArray()[1];

return x+y;

}

public int getDimension() {

return 2;

}

public static void main(String [] argch){

Solver solver = SolverFactory.getNewInstance(1000);

solver.init(new LinearFunction(),new PureCMAESMethod());

solver.solve();

System.out.println(solver.getResults().getSolution());

}

public Gradient gradientAt(Point point) {

double[] gradeint = new double[getDimension()];

Arrays.fill(gradeint,1);

return Gradient.valueOf(gradeint);

}

public Hessian hessianAt(Point point) {

double [][] hessian =

new double[getDimension()][getDimension()];

Arrays.fill(hessian,1);

return Hessian.valueOf(hessian);

}

}

D.2.2 Solving problem with JCool

To solve problem you can create instance of BasicSolver class with SolverFactory. get-
NewInstance, initialize function init with your function and method and call method
solve. Method solver try to solver problem in MAX_ITERATIONS.

int MAX_ITERATIONS = 1000;

Solver solver = SolverFactory.getNewInstance(MAX_ITERATIONS);

solver.init(new LinearFunction(),new PureCMAESMethod());

solver.solve();
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to get results of optimization method call solver instance solver.getResults(). getSo-
lution() which returns Telemtry instance of results.



P°íloha E

UML diagramy
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Obrázek E.1: Základní t°ídní hierarchie algoritmu CMA-ES

Obrázek E.2: T°ídy Consumer, Producer a Solver.
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Obrázek E.3: Hierarchie t°íd pro telemetrie

Obrázek E.4: Hierarchie t°íd, zapouzd°ující �tness funkci.
Potomci a p°edci t°ídy ObjectiveFunction.
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P°íloha F

Seznam pouºitých zkratek

EA Evolu£ní algoritmus

ES Evolu£ní strategie

GA Generický algoritmus

CMA-ES Evolu£ní strategie adapatace kovarian£ních matic

IPOP-CMA-ES Evolu£ní strategie adaptace kovarian£ních matic s restarty a nár·stem
populace
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P°íloha G

Obsah p°iloºeného CD

|-articles

|---CMAES

|---ES

|-code

|-experiments

|---cmasteps

|---comparsion

|---figures

|-----cmasteps

|-----comparsion

|-----final_results

|-------1000

|-------10000

|-----fitnessfunctions

|---finalresults

|-reporting_code

|---solver

|-text

|--source

Obrázek G.1: Seznam p°iloºeného CD
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