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✹ ❊✈❛❧✉❛#✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦$✐#❤♠8 ✶✾

✺ ❈♦♥❝❧✉8✐♦♥8 ✷✵

❇✐❜❧✐♦❣$❛♣❤② ✷✶

❆ ❙♦✉$❝❡ ❝♦❞❡8 ✷✷

✈✐✐✐
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✷✳✶ ❙✐♠♣❧❡ )❡✢❡① ❛❣❡♥/ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✸✳✶ ❚❤)❡❡ ♣❛)/4 ♦❢ ❝)♦44)♦❛❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✸✳✷ ●)❛♣❤✐❝❛❧ )❡♣)❡4❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ ✭❛✮ ❛ ❝❛) ❛♥❞ ✭❜✮ ❛ ❜✉4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
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❈❤❛♣$❡& ✶

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❚!❛✣❝ ❥❛♠' ❛♥❞ ❝❛! ❛❝❝✐❞❡♥,' ❛!✐'❡ ❞❛✐❧② ❛❧❧ ♦✈❡! ,❤❡ ✇♦!❧❞✳ ❇♦,❤ ♣!♦❜❧❡♠' ❝♦', ❛ '✐❣♥✐✜❝❛♥,

❛♠♦✉♥, ♦❢ ♠♦♥❡②✱ ❜✉, ✇❤❛, ✐' ❡✈❡♥ ✇♦!'❡✱ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ❧✐✈❡'✳ ❋♦!,✉♥❛,❡❧② ,❤❡!❡ ❛!❡

'❝✐❡♥,✐','✱ ✇❤♦ ❛!❡ ,!②✐♥❣ ,♦ ♠❛❦❡ ,❤✐' '✐,✉❛,✐♦♥ ❜❡,,❡!✳ ■♥,❡❧❧✐❣❡♥, ,!❛♥'♣♦!,❛,✐♦♥ '②',❡♠

✭■❚❙✮ ✐' ,❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ '❝✐❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉'❡' ♦♥ ✐♥,❡❣!❛,✐♥❣ ✐♥❢♦!♠❛,✐♦♥ ,❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐,❤

,!❛♥'♣♦!, ♠❡❛♥' ❛♥❞ ,!❛♥'♣♦!, ✐♥❢!❛',!✉❝,✉!❡✳ ❖♥❡ '✉❝❝❡''❢✉❧ ❞✐!❡❝,✐♦♥ ♦❢ !❡'❡❛!❝❤ ✐♥

■❚❙ ❛!❡ ❛✉,♦♥♦♠♦✉' ✈❡❤✐❝❧❡'✳ ❙✉❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉'✉❛❧❧② ❤❛' ♠❛♥② ❝❛♠❡!❛' ❛♥❞ '❡♥'♦!' ❢♦!

✐,' ♦!✐❡♥,❛,✐♦♥ ✐♥ ,❤❡ ✉!❜❛♥ ❡♥✈✐!♦♥♠❡♥, ❛♥❞ ♥♦ ❤✉♠❛♥ ❞!✐✈❡!✳ ❆✉,♦♥♦♠♦✉' ✈❡❤✐❝❧❡' ❛!❡

❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ',❡❡!✐♥❣✱ ✇❛✐,✐♥❣ ♦♥ ,!❛✣❝ ❧✐❣❤,'✱ ♥❛✈✐❣❛,✐♥❣ ❢!♦♠ ♣♦✐♥, ❆ ,♦ ♣♦✐♥, ❇✱ ❡,❝✳ ❚❤❡②

❛!❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡✈❡!②,❤✐♥❣ ✇❤❛, ❤✉♠❛♥ ❞!✐✈❡!' ❝❛♥ ❞♦✱ ❜✉, ,❤❡② ❞♦ ✐, ❜❡,,❡!✳ ▼♦!❡♦✈❡!✱

!♦❜♦,✐❝ ❞!✐✈❡!' ❝❛♥♥♦, ❣❡, ✐♠♣❛,✐❡♥, ♦! ❞!✉♥❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐' ,❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛✉'❡ ♦❢ ♠❛♥② ,!❛✣❝

❝♦❧❧✐'✐♦♥'✳

❆✉,♦♥♦♠♦✉' ❝❛!' ❛!❡ ♥♦ ♠♦!❡ '❝✐✲✜ ✐♥✈❡♥,✐♦♥ ♦♥❧②✱ ,❤❡② ❛!❡ !❡❛❧✳ ❚❤❡ ♦!❣❛♥✐③❛,✐♦♥

❉❆❘I❆ ❤❡❧❞ ,❤!❡❡ ❛✉,♦♥♦♠♦✉' ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦♠♣❡,✐,✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❉❆❘I❆ ●!❛♥❞ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ❚❤❡

❧❛', ②❡❛!✱ ❉❆❘I❆ ●!❛♥❞ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ✷✵✵✼✱ ✐' ,❤❡ ♠♦', ✐♠♣♦!,❛♥, ❢♦! ,❤✐' ,❤❡'✐'✳ ❈♦♠♠♦♥❧②

❦♥♦✇♥ ❛' ❉❆❘I❆ ❯!❜❛♥ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ,❤✐' ❡✈❡♥, ✧!❡Q✉✐!❡❞ ,❡❛♠' ,♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛✉,♦♥♦♠♦✉' ✈❡✲

❤✐❝❧❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞!✐✈✐♥❣ ✐♥ ,!❛✣❝✱ ♣❡!❢♦!♠✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛♥❡✉✈❡!' '✉❝❤ ❛' ♠❡!❣✐♥❣✱ ♣❛''✐♥❣✱

♣❛!❦✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡❣♦,✐❛,✐♥❣ ✐♥,❡!'❡❝,✐♦♥'✳✧ ❬✹❪

❆✉,♦♥♦♠② ✐' ,❤❡ ❦❡② Q✉❛❧✐,② ♦❢ ❛✉,♦♥♦♠♦✉' ✈❡❤✐❝❧❡'✱ ❛' ✇❡❧❧ ❛' ,②♣✐❝❛❧ ❛,,!✐❜✉,❡ ♦❢

✐♥,❡❧❧✐❣❡♥, ❛❣❡♥,'✱ ❡♥,✐,✐❡' ❛♣♣❡❛!✐♥❣ ✐♥ ,❤❡ ♠✉❧,✐✲❛❣❡♥, '②',❡♠' ✭▼❆❙✮✳ ❆' ❛ '✉❜✜❡❧❞

♦❢ ❆!,✐✜❝✐❛❧ ■♥,❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❆■✮✱ ▼❆❙ ✐' ,②♣❡ ♦❢ ❞❡❝❡♥,!❛❧✐'❡❞ ❝♦♥,!♦❧ '②',❡♠✱ ❝♦♥'✐',✐♥❣ ♦❢

❛✉,♦♥♦♠♦✉' ❛❣❡♥,'✱ ,❤❛, ✐♥,❡!❛❝, ✇✐,❤ ,❤❡✐! ❡♥✈✐!♦♥♠❡♥, ❛♥❞ ♦,❤❡! ❛❣❡♥,'✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣!♦❛❝❤

❝❛♥ ❜❡ ♠♦!❡ ❡✛❡❝,✐✈❡ ♦! ,❤❡ ♦♥❧② ♣♦''✐❜❧❡ ❛♣♣!♦❛❝❤ ❢♦! '♦❧✈✐♥❣ ♠❛♥② ♣!♦❜❧❡♠'✳

❘❡❝❡♥, ✇♦!❦' ✭'✉❝❤ ❛' ❉!❡'♥❡! ❛♥❞ ❙,♦♥❡ ❬✺❪ ❛♥❞ ♦♥ ,❤✐' ✇♦!❦ ❜❛'❡❞ ❞♦❝,♦!❛❧ ,❤❡'✐' ♦❢

▼✳ ❱❛'✐!❛♥✐ ❬✽❪✮ ❤❛✈❡ ♣!♦✈❡❞✱ ,❤❛, ,❤❡ ♣!✐♥❝✐♣❧❡' ♦❢ ▼❆❙ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ,❤❡ ❛✉,♦♥♦♠♦✉'

✈❡❤✐❝❧❡' ❝!♦''✐♥❣ ,❤❡ ✐♥,❡!'❡❝,✐♦♥✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♥❣ ✇✐,❤ ,❤❡ ✐♥,❡!'❡❝,✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡!✱ ,❤❡ ❛✉✲

,♦♥♦♠♦✉' ✈❡❤✐❝❧❡' ,!② ,♦ !❡'❡!✈❡ ,❤❡✐! ♣❛,❤ ,❤!♦✉❣❤ ,❤❡ ✐♥,❡!'❡❝,✐♦♥✳ ❋✉!,❤❡! ❞❡'❝!✐♣,✐♦♥

♦❢ ,❤✐' ❛❧❣♦!✐,❤♠ ✐' ♣!♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣,❡! ✷✳

❆♥♦,❤❡! ❛!❡❛✱ ✇❤❡!❡ ,❤❡ ♠✉❧,✐✲❛❣❡♥, '②',❡♠ ❛♣♣!♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉'❡❞✱ ✐' ,❤❡ ❛✉,♦♥♦♠♦✉'

❛✐!♣❧❛♥❡ ❝♦❧❧✐'✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ▲♦❝❛,❡❞ ❛, ,❤❡ ❋❛❝✉❧,② ♦❢ ❊❧❡❝,!✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣✱ ,❤❡ ❆❣❡♥,

✶
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❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❈❡♥+❡, ✭❆❚●✮ ✐2 ✧❛ ✉♥✐✈❡,2✐+② ,❡2❡❛,❝❤ ❝❡♥+❡, ♣❡,❢♦,♠✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ❛♥❞

❛♣♣❧✐❡❞ ,❡2❡❛,❝❤ ✐♥ +❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛❣❡♥+✲❜❛2❡❞ ❝♦♠♣✉+✐♥❣✱ ♠✉❧+✐✲❛❣❡♥+ 2②2+❡♠2 ❛♥❞ ❛❣❡♥+

+❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡2✧ ❬✸❪✳ ❖♥❡ ♦❢ +❤❡ ♣,♦❥❡❝+2✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❆❚● ,❡2❡❛,❝❤❡,2 ❛,❡ ✇♦,❦✐♥❣ ✐2 ❝❛❧❧❡❞

❆❣❡♥+❋❧②✳ ❉❡2❝,✐♣+✐♦♥ ♦♥ +❤❡ ♣,♦❥❡❝+✬2 ✇❡❜♣❛❣❡ ❬✷❪ 2❛②2✿

❆❣❡♥+❋❧② ✐2 ❛ ♠✉❧+✐✲❛❣❡♥+ 2②2+❡♠ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❧❛,❣❡✲2❝❛❧❡ 2✐♠✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ ❝✐✈✐❧✐❛♥ ❛♥❞

✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛✐, +,❛✣❝✳ ❚❤❡ 2②2+❡♠ ✐♥+❡❣,❛+❡2 ❛❞✈❛♥❝❡❞ ✢✐❣❤+ ♣❛+❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱

❞❡❝❡♥+,❛❧✐③❡❞ ❝♦❧❧✐2✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✇✐+❤ ❤✐❣❤❧② ❞❡+❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧2 ♦❢ +❤❡ ❛✐,♣❧❛♥❡2

❛♥❞ +❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥+✳

❋♦, +❤❡ ❆❣❡♥+❋❧② ♣,♦❥❡❝+✱ +✇♦ ❝♦❧❧✐2✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛❧❣♦,✐+❤♠2 ✇❡,❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢

+❤❡♠ ✐2 +❤❡ ✐+❡,❛+✐✈❡ ♣❡❡,✲+♦✲♣❡❡, ❝♦❧❧✐2✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛❧❣♦,✐+❤♠ ✭■OO❈❆✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 ❜❛2❡❞

♦♥ ♣❛✐,✲✇✐2❡ ♥❡❣♦+✐❛+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ ❛✐,♣❧❛♥❡2 ❛♥❞ ✐2 ❞❡2❝,✐❜❡❞ ❜② ❱♦❧❢ ❡+ ❛❧✳ ✐♥ ❬✾❪✳ ❖♥❡

♦❢ +❤❡ ♦❜❥❡❝+✐✈❡2 ♦❢ +❤✐2 +❤❡2✐2 ✐2 +♦ 2+✉❞② ❛♥❞ +❤❡♥ ♠♦❞✐❢② +❤✐2 ❛❧❣♦,✐+❤♠ +♦ ✇♦,❦ ✇✐+❤

❛✉+♦♥♦♠♦✉2 ✈❡❤✐❝❧❡2 ❛+ +❤❡ ✐♥+❡,2❡❝+✐♦♥✳

❋✉,+❤❡, ✐♥ +❤✐2 ❝❤❛♣+❡,✱ ✐♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✶✳✶ ②♦✉ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝+✐✈❡2 ♦❢ +❤✐2 ❜❛❝❤❡❧♦,

+❤❡2✐2 ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✶✳✷ +❤❡ 2+,✉❝+✉,❡ ♦❢ +❤❡ +❤❡2✐2 ✐2 2❤♦✇♥✳

✶✳✶ ❖❜❥❡❝'✐✈❡

❋✐,2+ ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ♦❢ +❤✐2 +❤❡2✐2 ✐2 +♦ 2✉✣❝✐❡♥+❧② ❞❡2❝,✐❜❡ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ +❤❡ +❤❡♦,② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦,

✉♥❞❡,2+❛♥❞✐♥❣ +❤❡ ,❡2+ ♦❢ +❤❡ +❤❡2✐2✳ ❚❤✐2 ♠❡❛♥2 ♠❛✐♥❧② +❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥+❡❧❧✐❣❡♥+ ❛❣❡♥+2✱

+,❛❥❡❝+♦,② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛✉+♦♥♦♠♦✉2 ❝♦❧❧✐2✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳

❙❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ❝♦♥2✐2+2 ♦❢ +✇♦ ♠✐♥♦, +❛2❦2✳ ❋✐,2+ ✐2 +♦ ❞❡2✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥+ ❛❧❣♦✲

,✐+❤♠2 ❢♦, ❛✉+♦♥♦♠♦✉2 ❝♦❧❧✐2✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳ ■ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉2 ♦♥ +❤❡ ,❡2❡,✈❛+✐♦♥✲❜❛2❡❞

❝♦❧❧✐2✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛❧❣♦,✐+❤♠ ❢,♦♠ ❬✺❪ ❛♥❞ +❤❡ ✐+❡,❛+✐✈❡ ♣❡❡,✲+♦✲♣❡❡, ❝♦❧❧✐2✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❛❧❣♦,✐+❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② +❤❡ ❆❚● ❝❡♥+❡,✳ ❆♥❞ +♦ ❜❡ ❛❜❧❡ +♦ ❞♦ +❤❛+✱ ■ ♥❡❡❞ +♦ ❝,❡❛+❡

❛❣❡♥+✲❜❛2❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡2 ❛♥❞ ❝,♦22,♦❛❞2✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 +❤❡ 2❡❝♦♥❞ ♣❛,+ ♦❢ 2❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝+✐✈❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ +❤❡ ♠♦2+ ✐♠♣♦,+❛♥+ ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ✐2 +♦ ❡①♣❡,✐♠❡♥+❛❧❧② ♣,♦✈❡✱ +❤❛+ ♣,❡✈✐♦✉2❧② ♠❡♥✲

+✐♦♥❡❞ +❤❡♦,✐❡2 ❛♥❞ ❛❧❣♦,✐+❤♠2 ✐♥ +❤✐2 +❤❡2✐2 +,✉❧② ✇♦,❦2 ✐♥ ✭2✐♠✉❧❛+❡❞✮ ♣,❛❝+✐❝❡✳

✶✳✷ ❙',✉❝'✉,❡ ♦❢ '❤❡ '❤❡1✐1

❚❤❡ +❤❡2✐2 ✐2 2+,✉❝+✉,❡❞ ✐♥ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

✶✳ ❈❤❛♣+❡, ✶ ✐♥+,♦❞✉❝❡2 +❤❡ ❞,❛❢+ ♦❢ ❛✉+♦♥♦♠♦✉2 ❝♦❧❧✐2✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ,❡✈❡❛❧2 ♦❜❥❡❝+✐✈❡2

❛♥❞ 2❤♦✇ 2+,✉❝+✉,❡ ♦❢ +❤✐2 +❤❡2✐2✳

✷✳ ❈❤❛♣+❡, ✷ ❝♦♥+❛✐♥2 +❤❡ 2+❛+❡ ♦❢ +❤❡ ❛,+✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ +❤❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣+2 ♦❢ +❤❡ ✐♥+❡❧❧✐❣❡♥+

❛❣❡♥+2✱ +,❛❥❡❝+♦,② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐2✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛❧❣♦,✐+❤♠2✳
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✸✳ ❈❤❛♣&❡( ✸ ❝♦♥&❛✐♥- ❛❧❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥✲(❡❧❛&❡❞ ✐♥❢♦(♠❛&✐♦♥-✳ ❋✐(-&✱ &❤❡ ❛❣❡♥&✲❜❛-❡❞

-✐♠✉❧❛&♦( ❛♥❞ ✐&- ❝♦♠♣♦♥❡♥&- ✭✐♥❢♦(♠❛&✐♦♥ (❡♣(❡-❡♥&❛&✐♦♥✱ ❡9✉❛&✐♦♥- ♦❢ ♠♦&✐♦♥✱ -✐♠✲

✉❧❛&✐♦♥ ❧♦♦♣✮✱ &❤❡♥ &❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❝♦❧❧✐-✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛❧❣♦(✐&❤♠- ❛(❡ ❞❡✲

-❝(✐❜❡❞✳

✹✳ ❈❤❛♣&❡( ✹ ❝♦♥❝❡(♥- ❡✈❛❧✉❛&✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥&✐♦♥❡❞ ❛❧❣♦(✐&❤♠-✳ ❚❤✐- ✐♥❝❧✉❞❡- -❡&✉♣

♦❢ &❡-&-✱ ❞❛&❛ ❢(♦♠ &❤❡♠ ❛♥❞ ❞✐-❝✉--✐♦♥ ♦❢ &❤❡ (❡-✉❧&-✳

✺✳ ▲❛-& ❝❤❛♣&❡(✱ ❈❤❛♣&❡( ✺✱ -✉♠♠❛(✐③❡- ✇❤❛& ❤❛- ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ &❤✐- &❤❡-✐-✱ ✇❤❛& ♦❜❥❡❝✲

&✐✈❡- ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐-❤❡❞ ❛♥❞ ✇❤❛& ❛(❡ &❤❡ ❝♦♥-❡9✉❡♥❝❡- ♦❢ &❤❛&✳



❈❤❛♣$❡& ✷

❙!❛!❡ ♦❢ !❤❡ ❛'!

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡*✱ ♥❡❝❡%%❛*② "❤❡♦*② ❢*♦♠ ✈❛*✐♦✉% %❝✐❡♥❝❡ ✜❡❧❞% ✐% ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ %♦ "❤❡ *❡❛❞❡*

✇♦✉❧❞ ✉♥❞❡*%"❛♥❞ "❤❡ *❡%" ♦❢ "❤❡ "❤❡%✐%✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣"❡* ✐% ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ "❤*❡❡ %❡❝"✐♦♥%✿ ■♥

❙❡❝"✐♦♥ ✷✳✶✱ "❤❡ ❝♦♥❝❡♣" ♦❢ ❛✉"♦♥♦♠♦✉% ✐♥"❡❧❧✐❣❡♥" ❛❣❡♥" ❛♥❞ ✐"% ♣*♦♣❡*"✐❡% ❛*❡ ❞❡%❝*✐❜❡❞✳

❙❡❝"✐♦♥ ✷✳✷ ♣*❡%❡♥"% ✈❛*✐♦✉% ♣*✐♥❝✐♣❧❡% ♦❢ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡*❡♥" ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥"%✳ ■♥ ❧❛%" %❡❝"✐♦♥✱

❙❡❝"✐♦♥ ✷✳✸✱ ❜❛%✐❝ ❞❡%❝*✐♣"✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧✐%✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♠❡"❤♦❞% ❛❧♦♥❣ ✇✐"❤ ❞✐✈✐❞✐♥❣ "❤❡♠ ✐♥"♦

❝♦♦♣❡*❛"✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡*❛"✐✈❡ ♠❡"❤♦❞% ✐% ♣*♦✈✐❞❡❞✳

✷✳✶ ❆❣❡♥'(

▼♦❞❡*♥ ❛♣♣*♦❛❝❤ "♦ ❆*"✐✜❝✐❛❧ ■♥"❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❆■✮ ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ❛❣❡♥"% ❬✼❪✳ ❆♥ ❛❣❡♥" ✐% ❛♥

❡♥"✐"② ✇❤✐❝❤ ♦❜%❡*✈❡% ✐"% ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥" "❤*♦✉❣❤ %❡♥%♦*% ❛♥❞ ❛❝"% ✉♣♦♥ "❤❛" ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥"

✉%✐♥❣ ❛❝"✉❛"♦*%✳ ❨♦✉ ❝❛♥ %❡❡ %✐♠♣❧❡ *❡✢❡① ❛❣❡♥" ✐♥ ❋✐❣✉*❡ ✷✳✶✳

❆ *♦❜♦" ✭✇✐"❤ %♣❡❝✐✜❝ "❛%❦✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡*❢❡❝" ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥"✳ ■"% %❡♥%♦*% ❝❛♥ ❜❡

❝❛♠❡*❛✱ ❧❛%❡* *❛♥❣❡ ✜♥❞❡* ♦* ♠✐❝*♦♣❤♦♥❡✳ ❘♦❜♦"✬% ❛❝"✉❛"♦*% ✇♦✉❧❞ ❜❡ "②♣✐❝❛❧❧② ♠♦"♦*% ❛♥❞

❜*❛❦❡%✳ ❆ ❤✉♠❛♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧%♦ ❜❡ ❝♦♥%✐❞❡*❡❞ "♦ ❜❡ ❛❣❡♥"✱ ✇✐"❤ ❡②❡%✱ ❡❛*%✱ "♦♥❣✉❡ ❛% %❡♥%♦*%

❛♥❞ ✇✐"❤ ❛*♠%✱ ❧❡❣%✱ ♠♦✉"❤ ❛% ❤✐% ♦* ❤❡* ❛❝"✉❛"♦*%✳ ❆♥ ❛❣❡♥" ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ♣❤②%✐❝❛❧ ❜♦❞②

✇❤❛"%♦❡✈❡*✳ ❆ %♦❢"✇❛*❡ ❛❣❡♥" *❡❝❡✐✈❡% ❦❡②%"*♦❦❡%✱ ✜❧❡ ❞❡%❝*✐♣"♦*% ❛♥❞ ♥❡"✇♦*❦ ♣❛❝❦❡"%

❛% %❡♥%♦*② ✐♥♣✉"% ❛♥❞ ❛❝"% ❜② ❞✐%♣❧❛②✐♥❣ ♦♥ "❤❡ %❝*❡❡♥✱ ✇*✐"✐♥❣ ✐♥ "❤❡ ✜❧❡% ❛♥❞ %❡♥❞✐♥❣

♣❛❝❦❡"%✳

❆♥ ❛❣❡♥" ❝❛♥ ❡①✐%"% ♦♥ ✐"% ♦✇♥✱ ❜✉" ✉%✉❛❧❧② ✐" ✐%♥✬" ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❣♦❛❧ ♦♥❧②

❜② ✐"%❡❧❢✱ %♦ ✐" ❤❛% "♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"❡ ❛♥❞ ♥❡❣♦"✐❛"❡ ✇✐"❤ ♦"❤❡* ❛❣❡♥"% ✐♥ "❤❛" ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥"✳

❚❤❛♥ "❤❡ %②%"❡♠ ✐% ❝❛❧❧❡❞ ♠✉❧"✐✲❛❣❡♥" %②%"❡♠✳

❆❣❡♥"% ✉%✉❛❧❧② ❤❛✈❡ %♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡♠♦*②✳ ■♥ ❛❣❡♥"✬% ❝♦♥"❡①" ✐% "❤✐% ♠❡♠♦*② ❝❛❧❧❡❞

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛%❡ ✭❑❇✮✳ ❊✈❡*② ✐♥"❡❧❧✐❣❡♥" ❛❣❡♥" %❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛" ❧❡❛%" "❤❡%❡ "✇♦ ♣*♦♣❡*"✐❡% ✲

✐" %❤♦✉❧❞ ❜❡ *❛"✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛✉"♦♥♦♠♦✉%✳

❘❛"✐♦♥❛❧✐"② ■♥ ❣❡♥❡*❛❧✱ ❛ *❛"✐♦♥❛❧ ❛❣❡♥" ✐% ❡♥"✐"② "❤❛" ✧❛❝"% %♦ ❛% "♦ ❛❝❤✐❡✈❡ "❤❡ ❜❡%"

♦✉"❝♦♠❡ ♦*✱ ✇❤❡♥ "❤❡*❡ ✐% ✉♥❝❡*"❛✐♥"②✱ "❤❡ ❜❡%" ❡①♣❡❝"❡❞ ♦✉"❝♦♠❡✳✧❬✼❪ ❚❤❛" ♠❡❛♥%✱ "❤❡

❛❣❡♥" ✐% ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❣♦❛❧ ❞✐*❡❝"❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦*✳

✹
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❋✐❣✉%❡ ✷✳✶✿ ❙✐♠♣❧❡ %❡✢❡① ❛❣❡♥3 ❬✶❪

❆✉"♦♥♦♠② ❆♥ ❛✉3♦♥♦♠♦✉8 ❛❣❡♥3 8❤♦✉❧❞ %❡❧② ♠♦%❡ ♦♥ ✐38 ♦✇♥ ♣❡%❝❡♣38 %❛3❤❡% 3❤❛♥

♦♥ 3❤❡ ♣%✐♦% ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✐38 ❞❡8✐❣♥❡%✳ ■3 8❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ 8♦♠❡ ✐♥✐3✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❜✉3 ❛❢3❡%

8✉✣❝✐❡♥3❧② ❧♦♥❣ 3✐♠❡ ♦❢ 83❛②✐♥❣ ✐♥ ❛♥❞ ❧❡❛%♥✐♥❣ ❢%♦♠ 3❤❡ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥3✱ ✐3 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡3❡❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥3 ♦❢ ✐38 ♣%✐♦% ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

❈♦♥"(♦❧ ❚❤❡ ❝♦♥3%♦❧ ✐♥ ♠✉❧3✐❛❣❡♥3 8②83❡♠ ✐8 ✉8✉❛❧❧② ❞❡❝❡♥3%❛❧✐8❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥8 3❤❛3

3❤❡%❡ ✐8 ♥♦ ❝❡♥3%❛❧ ❡♥3✐3②✱ ✇❤✐❝❤ ❣❛3❤❡%8 ❛❧❧ ✐♥❢♦%♠❛3✐♦♥ ❢%♦♠ ❡✈❡%② ❛❣❡♥38 ❛♥❞ 3❤❡♥ ❞❡❝✐❞❡8

✇❤❛3 ❡❛❝❤ ❛❣❡♥3 8❤♦✉❧❞ ❞♦✳

✷✳✷ "❧❛♥♥✐♥❣

❚❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ 3❛8❦ ✐♥ ❣❡♥❡%❛❧ ✐8 ✧3❤❡ 3❛8❦ ♦❢ ❝♦♠✐♥❣ ✉♣ ✇✐3❤ 8❡G✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝3✐♦♥8 3❤❛3 ✇✐❧❧

❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣♦❛❧✧ ❬✼❪✳ ❇✉3 ❢♦% ❞✐✛❡%❡♥3 ❣%♦✉♣8 ♦❢ ♣❡♦♣❧❡✱ 3❤✐8 3❡%♠ ♠❡❛♥8 8❧✐❣❤3❧② ❞✐✛❡%❡♥3

3❤✐♥❣8✳

■♥ %♦❜♦3✐❝8 3❤❡ 3❡%♠8 ♠♦3✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ 3%❛❥❡❝3♦%② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛%❡ ♦❢3❡♥ ✉8❡❞✳ ❆♥

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝❧❛88✐❝❛❧ ♠♦3✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐8 3❤❡ L✐❛♥♦ ▼♦✈❡%✬8 L%♦❜❧❡♠✳ ■♠❛❣✐♥❡ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❛♥

❡①❛❝3 ✭✈✐%3✉❛❧✮ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❤♦✉8❡ ✇✐3❤ ❛ ♣✐❛♥♦ ✐♥ ✐3✳ ❚❤❡ 3❛8❦ ✐8 3♦ ✜♥❞ ✇❤❛3 ❛❝3✐♦♥8 8❤♦✉❧❞

❜❡ ❡①❡❝✉3❡❞ 3♦ ♠♦✈❡ 3❤❡ ♣✐❛♥♦ 3♦ ❛♥♦3❤❡% %♦♦♠ ✇✐3❤♦✉3 ❤✐33✐♥❣ ❛♥②3❤✐♥❣✳

■♥ ❆%3✐✜❝✐❛❧ ■♥3❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ❞✐8❝%❡3❡ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥3 ❛♥❞ ❞✐8❝%❡3❡ 8❡3 ♦❢ 83❛3❡8 ✐8

♠♦%❡ ❝♦♠♠♦♥✳ ❚❤✐8 3②♣❡ ♦❢ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐8 ♦❢3❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ♣%♦❜❧❡♠ 8♦❧✈✐♥❣✳ ❊①❛♠♣❧❡8 ♦❢ 8✉❝❤

♣%♦❜❧❡♠8 ❛%❡ 8♦❧✈✐♥❣ 3❤❡ ❘✉❜✐❝✬8 ❝✉❜❡ ♦% ❛❝❤✐❡✈❡ 3❛8❦ 3❤❛3 ✐8 ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❞✐8❝%❡3❡❧②✱ 8✉❝❤ ❛8

❜✉✐❧❞✐♥❣ 83❛❝❦ ♦❢ ❜❧♦❝❦8✳

L❧❛♥8 ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ 3♦ ❡✈❡%② ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥3✳ ■♥ 8♦♠❡ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥38 3❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐8 ❡❛8✐❡%✱

✐♥ ♦3❤❡% ✐3 ✐8 ✈❡%② ❞✐✣❝✉❧3 3♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐3❤ ❛ ❢❡❛8✐❜❧❡ ♣❧❛♥✱ ♥♦3 3♦ 8❛② ♦♣3✐♠❛❧✳ ❋✉%3❤❡% ♦♥

✇❡ ✇✐❧❧ ♣%❡8✉♠❡ 3❤❛3 3❤❡ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥3 ✐8 ❢✉❧❧② ♦❜8❡%✈❛❜❧❡✱ ❞❡3❡%♠✐♥✐83✐❝✱ ✜♥✐3❡ ❛♥❞ 83❛3✐❝

✭❝❤❛♥❣❡ ♦♥❧② ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ 3❤❡ ❛❣❡♥3 ❛❝38✮✳



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❙❚❆❚❊ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘❚ ✻

 ❧❛♥ $❡✜♥❡♠❡♥( ❆❢#❡% ♥❡✇ ♣❧❛♥ ✐, ♠❛❞❡✱ #❤❡%❡ ✐, ❛♥♦#❤❡% ♦♣#✐♦♥✱ ✇❤❛# #♦ ❞♦ ✇✐#❤ ♣❧❛♥✱

❡❧,❡ #❤❡♥ ❡①❡❝✉#✐♥❣ #❤❡ ♣❧❛♥✳ 7❧❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉,❡❞ ❢♦% %❡✜♥❡♠❡♥# ❬✻❪✳ ❆ ♣❧❛♥♥❡% ❛❝❝❡♣#, #❤❡

♣❧❛♥ ❛, ✐♥♣✉# ❛♥❞ ❞❡#❡%♠✐♥❡, ❛ ♥❡✇ ♣❧❛♥ #❤❛# ✐, ❤♦♣❡❢✉❧❧② ❛♥ ✐♠♣%♦✈❡♠❡♥#✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣❧❛♥

♠❛② #❛❦❡ ♠♦%❡ ♣%♦❜❧❡♠ ❛,♣❡❝#, ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥#✱ ♦% ✐# ♠❛② ❜❡ ♠♦%❡ ❡✣❝✐❡♥#✳ ❘❡✜♥❡♠❡♥# ♠❛②

❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ %❡♣❡❛#❡❞❧②✱ #♦ ♣%♦❞✉❝❡ ❛ ,❡B✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦,,✐❜❧② ✐♠♣%♦✈❡❞ ♣❧❛♥,✱ ✉♥#✐❧ #❤❡ ✜♥❛❧

♦♥❡ ✐, ❡①❡❝✉#❡❞✳

❚❤❡ %❡✜♥❡♠❡♥# ❛♣♣%♦❛❝❤ ❤❛, ❜❡❡♥ ✉,❡❞ ❢♦% ❞❡❝❛❞❡, ✐♥ %♦❜♦#✐❝, ✐♥ ♠♦#✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳

❈♦♥,✐❞❡%✱ ❢♦% ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠♦✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞♦♦% ♠♦❜✐❧❡ %♦❜♦#✳ ❚❤❡ ✜%,# ♣❧❛♥ ♣%♦❞✉❝❡, ❛ ❝♦❧❧✐,✐♦♥✲

❢%❡❡ ♣❛#❤ #❤%♦✉❣❤ #❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ,❡❝♦♥❞ ♣❧❛♥ #%❛♥,❢♦%♠, #❤❡ %♦✉#❡ ✐♥#♦ ♦♥❡ #❤❛# ,❛#✐,✜❡,

❞✐✛❡%❡♥#✐❛❧ ❝♦♥,#%❛✐♥#, ❜❛,❡❞ ♦♥ ✇❤❡❡❧ ♠♦#✐♦♥,✳ ❚❤❡ #❤✐%❞ ♣❧❛♥ ❝♦♥,✐❞❡%, ❤♦✇ #♦ ♠♦✈❡ #❤❡

%♦❜♦# ❛❧♦♥❣ #❤❡ ♣❛#❤ ❛# ✈❛%✐♦✉, ,♣❡❡❞, ✇❤✐❧❡ ,❛#✐,❢②✐♥❣ ♠♦♠❡♥#✉♠ ❝♦♥,✐❞❡%❛#✐♦♥,✳ ❚❤❡

❢♦✉%#❤ ♣❧❛♥ ✐♥❝♦%♣♦%❛#❡, ❢❡❡❞❜❛❝❦ #♦ ❡♥,✉%❡ #❤❛# #❤❡ %♦❜♦# ,#❛②, ❛, ❝❧♦,❡ ❛, ♣♦,,✐❜❧❡ #♦ #❤❡

♣❧❛♥♥❡❞ ♣❛#❤ ✐♥ ❝❛,❡ ♦❢ ✉♥♣%❡❞✐❝#❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉%✳

✷✳✷✳✶ ❉✐%❝'❡)❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣

7%♦❜❧❡♠, ✐♥ ❞✐,❝%❡#❡ ❡♥✈✐%♦♥♠❡♥# ❛%❡ ❝♦♥,✐❞❡%❡❞ #♦ ❜❡ #❤❡ ,✐♠♣❧❡,#✱ ❜❡❝❛✉,❡ #❤❡✐% ,#❛#❡✲

,♣❛❝❡ ✐, ✜♥✐#❡✱ ♦% ❛# ❧❡❛,# ❝♦✉♥#❛❜❧② ✐♥✜♥✐#❡✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱ ❝❤❛%❛❝#❡%✐③❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡,❡ ♣%♦❜❧❡♠,

♥❡❡❞ ♥❡✐#❤❡% ❣❡♦♠❡#%✐❝ ♠♦❞❡❧, ♥♦% ❞✐✛❡%❡♥#✐❛❧ ❡B✉❛#✐♦♥,✳

❋♦%♠✉❧❛#✐♦♥ ♦❢ ❞✐,❝%❡#❡ ❢❡❛,✐❜❧❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛, ✐♥ ❬✻❪ ✿

✶✳ ❆ ♥♦♥✲❡♠♣#② ,#❛#❡ ,♣❛❝❡ X✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ❛ ✜♥✐#❡ ♦% ❝♦✉♥#❛❜❧② ✐♥✜♥✐#❡ ,❡# ♦❢ ,#❛#❡,✳

✷✳ ❋♦% ❡❛❝❤ ,#❛#❡ x ∈ X✱ ❛ ✜♥✐#❡ ❛❝#✐♦♥ ,♣❛❝❡ U(x)✳

✸✳ ❆ ,#❛#❡ #%❛♥,✐#✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥ f #❤❛# ♣%♦❞✉❝❡, ❛ ,#❛#❡ f(x, u) ∈ X ❢♦% ❡✈❡%② ,#❛#❡ x ∈ X

❛♥❞ ❛❝#✐♦♥ u ∈ U(x)✳ ❚❤❡ ,#❛#❡ #%❛♥,✐#✐♦♥ ❡B✉❛#✐♦♥ ✐, ❞❡%✐✈❡❞ ❢%♦♠ f ❛, x′ = f(x, u)✳

✹✳ ❆♥ ✐♥✐#✐❛❧ ,#❛#❡ xI ∈ X✳

✺✳ ❆ ❣♦❛❧ ,❡# XG ⊂ X✳

❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❞✐,❝%❡#❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥ #❤❡ #✇♦✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ ❣%✐❞✱

✇❤❡%❡ ,#❛#❡ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② ❝♦♦%❞✐♥❛#❡, (i, j) ❛♥❞ ❛❝#✐♦♥ ✐, ♠♦✈✐♥❣ ❢%♦♠ ♦♥❡ ❝❡❧❧ ❤♦%✐③♦♥#❛❧❧②

♦% ✈❡%#✐❝❛❧❧② #♦ #❤❡ ♥❡①# ❝❡❧❧ ✭✉♣✱❞♦✇♥✱ ❧❡❢#✱%✐❣❤#✮✳

●❡♥❡$❛❧ ❢♦$✇❛$❞ .❡❛$❝❤ ❆ ❣❡♥❡%❛❧ #❡♠♣❧❛#❡ ❢♦% ❢♦%✇❛%❞ ,❡❛%❝❤ ✭❛, ,❡❡♥ ✐♥ ❬✻❪✮ ❝❛♥ ❜❡

,❡❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦%✐#❤♠ ✶✳ ❆❧❧ ❛❧✐✈❡ ,#❛#❡, ✭,#❛#❡ #❤❛# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♥❝♦✉♥#❡%❡❞✱ ❜✉# ♣♦,,✐❜❧② ❤❛✈❡

✉♥✈✐,✐#❡❞ ♥❡①# ,#❛#❡,✮ ❛%❡ ,#♦%❡❞ ✐♥ ♣%✐♦%✐#② B✉❡✉❡ Q✳ ❚❤❡ ,♦%#✐♥❣ ♦%❞❡% ✭B✉❡✉❡✬, ♣%✐♦%✐#②

❢✉♥❝#✐♦♥✮ ✐, ✇❤❛# ❞✐✛❡%, ❜❡#✇❡❡♥ ✈❛%✐♦✉, ,❡❛%❝❤ ❛❧❣♦%✐#❤♠,✳

❚❤✐, ❛❧❣♦%✐#❤♠ ,❛②, ♦♥❧② ✇❤❡#❤❡% ♣❧❛♥ #♦ ❣♦❛❧ ,#❛#❡ ❡①✐,#, ♦% ♥♦#✱ ❜✉# #❤❡ ❛❧❣♦%✐#❤♠

❝❛♥ ❜❡ ❡❛,✐❧② ✐♠♣%♦✈❡❞ #♦ ❣✐✈❡ ✉, ,✉❝❤ ♣❧❛♥ ✭✐❢ ✇❡ ❡❛❝❤ #✐♠❡ ❛,,♦❝✐❛#❡ x′ ✇✐#❤ ✐#, ♣❛%❡♥# x✱

✇❡ ❝❛♥ #❤❡♥ #%❛❝❡ #❤❡ ❛❝#✐♦♥, ❜❛❝❦ #♦ #❤❡ ✐♥✐#✐❛❧ ,#❛#❡✮✳



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❙❚❆❚❊ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘❚ ✼

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶ ❆ "❡♠♣❧❛"❡ ❢♦* ❢♦*✇❛*❞ -❡❛*❝❤✱ ✉-✐♥❣ ♣*✐♦*✐"② 6✉❡✉❡ Q

✶✿ Q.Insert(xI) ❛♥❞ ♠❛*❦ xI ❛- ✈✐-✐"❡❞

✷✿ ✇❤✐❧❡ Q ♥♦" ❡♠♣"② ❞♦

✸✿ x← Q.GetF irst()
✹✿ ✐❢ x ∈ XG &❤❡♥

✺✿ $❡&✉$♥ ❙❯❈❈❊❙❙

✻✿ ❡♥❞ ✐❢

✼✿ ❢♦$ ❛❧❧ u ∈ U(x) ❞♦
✽✿ x′ ← f(x, u)
✾✿ ✐❢ x′ ♥♦" ✈✐-✐"❡❞ &❤❡♥

✶✵✿ ▼❛*❦ x′ ❛- ✈✐-✐"❡❞

✶✶✿ Q.Insert(x′)
✶✷✿ ❡❧1❡

✶✸✿ ❘❡-♦❧✈❡ ❞✉♣❧✐❝❛"❡ x′

✶✹✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✺✿ ❡♥❞ ❢♦$

✶✻✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✶✼✿ $❡&✉$♥ ❋❆■▲❯❘❊

❇$❡❛❞&❤ ✜$1& 1❡❛$❝❤ ■♥ ❜*❡❛❞"❤ ✜*-" -❡❛*❝❤✱ "❤❡ ♣*✐♦*✐"② 6✉❡✉❡ Q ✐- ▲❛-"✲■♥✲❋✐*-"✲❖✉"

✭▲■❋❖✮ 6✉❡✉❡✳ ❚❤❛" *❡-✉❧"- ✐♥ -✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦✉*✱ "❤❛" "❤❡ ❣*❛♣❤ ✐- -❡❛*❝❤❡❞ ❧❡✈❡❧ ❜② ❧❡✈❡❧✳

❚❤❛" ♠❡❛♥- "❤❛" "❤❡ ❡♥"✐*❡ ❣*❛♣❤ ✉♣ "♦ ❞❡♣"❤ n ✐- -❡❛*❝❤❡❞✱ ❜❡❢♦*❡ "❤❡ ❛❧❣♦*✐"❤♠ ♣*♦❝❡❡❞-

"♦ -❡❛*❝❤ ❧❡✈❡❧ n+ 1✳

❉❡♣&❤ ✜$1& 1❡❛$❝❤ ❉❡♣"❤ ✜*-" -❡❛*❝❤✱ ❛- "❤❡ "✐"❧❡ -✉❣❣❡-"-✱ -❡❛*❝❤ ♣*❡❢❡*❛❜❧② ✐♥"♦ ❞❡♣"❤✱

*❛"❤❡* "❤❛♥ ✐♥"♦ ❜*❡❛❞"❤✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦*✐"❤♠ ❦❡❡♣ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ "❤❡ ✜*-" ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ ♦❢ "❤❡ -❡❛*❝❤

"*❡❡ "❤❛" ❛♣♣❡❛*- ❛♥❞ "❤✉-✱ ❣♦✐♥❣ ❞❡❡♣❡* ❛♥❞ ❞❡❡♣❡* ✉♥"✐❧ ❛ ❣♦❛❧ ♥♦❞❡ ✐- ❢♦✉♥❞✱ ♦* ✉♥"✐❧ ✐"

❤✐"- ❛ ♥♦❞❡ "❤❛" ❤❛- ♥♦ ❝❤✐❧❞*❡♥✳ ❚❤❡♥ "❤❡ -❡❛*❝❤ ❜❛❝❦"*❛❝❦-✱ *❡"✉*♥✐♥❣ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ✉♣ ❛ ❣♦❡-

✐♥"♦ -❡❝♦♥❞ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡✳ ■♥ "❤❡ ❆❧❣♦*✐"❤♠ ✶✱ "❤❡ ♣*✐♦*✐"② 6✉❡✉❡ Q ✐- ❛ ❋✐*-"✲■♥ ❋✐*-"✲❖✉"

✭❋■❋❖✮ -"*✉❝"✉*❡ ✲ ❛ -"❛❝❦✳

✷✳✷✳✷ "❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥*✐♥✉♦✉, ,♣❛❝❡,

M❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥"✐♥✉♦✉- -♣❛❝❡- ✐- ✐♥ *♦❜♦"✐❝- ❝❛❧❧❡❞ ♠♦"✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ▼♦"✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣

❢*❡6✉❡♥"❧② *❡❢❡* "♦ ♠♦"✐♦♥- ♦❢ ❛ *♦❜♦" ✐♥ ❛ ✷❉ ♦* ✸❉ ✇♦*❧❞ "❤❛" ❝♦♥"❛✐♥- ♦❜-"❛❝❧❡-✳ ❋♦*

"❤❡ ♣✉*♣♦-❡- ♦❢ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐" ✐- ✐♠♣♦*"❛♥" "♦ ❞❡✜♥❡ "❤❡ -"❛"❡ -♣❛❝❡✳ ❚❤❡ "❡*♠ ❝♦♥✜❣✉*❛"✐♦♥

-♣❛❝❡ ✐- ✈✐"❛❧ ✐♥ ♠♦"✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳

❈♦♥✜❣✉$❛&✐♦♥ 1♣❛❝❡ ❚❤❡ -"❛"❡ -♣❛❝❡ ❢♦* ♠♦"✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐- ❛ -❡" ♦❢ ♣♦--✐❜❧❡ "*❛♥-❢♦*✲

♠❛"✐♦♥- "❤❛" ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ "♦ "❤❡ *♦❜♦"✳ ❚❤✐- ✐- ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♥✜❣✉*❛"✐♦♥ -♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐-

♦❢"❡♥ -❤♦*"❡♥❡❞ "♦ C−space✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥-✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❝♦♥✜❣✉*❛"✐♦♥ -♣❛❝❡ ❝♦**❡-♣♦♥❞- "♦ "❤❡

♥✉♠❜❡* ♦❢ ❞❡❣*❡❡- ♦❢ ❢*❡❡❞♦♠ ♦❢ "❤❡ *♦❜♦"✳ ❯-✐♥❣ "❤❡ ❝♦♥✜❣✉*❛"✐♦♥ -♣❛❝❡✱ ♠♦"✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❙❚❆❚❊ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘❚ ✽

❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛* ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ *❡❛.❝❤ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉.❛6✐♦♥ *♣❛❝❡ 6❤❛6 ❝♦♥6❛✐♥*

✐♠♣❧✐❝✐6❧② .❡♣.❡*❡♥6❡❞ ♦❜*6❛❝❧❡*✳ ❆♥♦6❤❡. 6❡.♠✱ ♦❜*6❛❝❧❡ .❡❣✐♦♥✱ Cobs ⊆ C✱ ✐* *✉❜*❡6 ♦❢

❝♦♥✜❣✉.❛6✐♦♥ *♣❛❝❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 6❤❡ .♦❜♦6 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❝♦❧❧✐*✐♦♥ ✇✐6❤ *♦♠❡ ♦❜*6❛❝❧❡✳

❆ ❝❡♥6.❛❧ 6❤❡♠❡ 6❤.♦✉❣❤♦✉6 ♠♦6✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐* 6♦ 6.❛♥*❢♦.♠ 6❤❡ ❝♦♥6✐♥✉♦✉* ♠♦❞❡❧ ✐♥6♦

❛ ❞✐*❝.❡6❡ ♦♥❡✳ ❉✉❡ 6♦ 6❤✐* 6.❛♥*❢♦.♠❛6✐♦♥✱ ♠❛♥② ❛❧❣♦.✐6❤♠* ❢.♦♠ ❞✐*❝.❡6❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛.❡

❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ♠♦6✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦.✐6❤♠*✳ ❖♥❡ *✉❝❤ 6.❛♥*❢♦.♠❛6✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ■♥❝.❡♠❡♥6❛❧

❙❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙❡❛.❝❤✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦✇ ♣.❡*❡♥6❡❞✳

■♥❝#❡♠❡♥&❛❧ ❙❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙❡❛#❝❤✐♥❣ ❚❤❡ *❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛*❡❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦.✐6❤♠* ♣.❡✲

*❡♥6❡❞ ✐♥ ❬✻❪ ❛♥❞ ✐♥ ❤❡.❡ ❛.❡ *6.✐❦✐♥❣❧② *✐♠✐❧❛. 6♦ 6❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐*❝.❡6❡ *❡❛.❝❤ ❛❧❣♦.✐6❤♠*✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡.❡♥❝❡ ❧✐❡* ✐♥ *6❡♣ ✸ ❜❡❧♦✇✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❛❝6✐♦♥✱ u✱ ✐* .❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

❣❡♥❡.❛6✐♥❣ ❛ ♣❛6❤ *❡❣♠❡♥6✱ τs✳ ❙❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡.❡♥❝❡ ✐* 6❤❛6 6❤❡ *❡❛.❝❤ ❣.❛♣❤✱ G✱ ✐* ✉♥❞✐.❡❝6❡❞✱

✇✐6❤ ❡❞❣❡* 6❤❛6 .❡♣.❡*❡♥6 ♣❛6❤*✱ ❛* ♦♣♣♦*❡❞ 6♦ ❛ ❞✐.❡❝6❡❞ ❣.❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❞❣❡* .❡♣.❡*❡♥6

❛❝6✐♦♥*✳

▼♦*6 *❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛*❡❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦.✐6❤♠* ❢♦❧❧♦✇ 6❤✐* 6❡♠♣❧❛6❡ ❬✻❪✿

✶✳ ■♥✐&✐❛❧✐③❛&✐♦♥✿ ▲❡6 G(V,E) .❡♣.❡*❡♥6 ❛♥ ✉♥❞✐.❡❝6❡❞ *❡❛.❝❤ ❣.❛♣❤✱ ❢♦. ✇❤✐❝❤ V ❝♦♥✲

6❛✐♥* ❛6 ❧❡❛*6 ♦♥❡ ✈❡.6❡① ❛♥❞ E ❝♦♥6❛✐♥* ♥♦ ❡❞❣❡*✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ V ❝♦♥6❛✐♥* qI ✱ qG✱ ♦.

❜♦6❤✳ ■♥ ❣❡♥❡.❛❧✱ ♦6❤❡. ♣♦✐♥6* ✐♥ Cfree ♠❛② ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

✷✳ ❱❡#&❡① ❙❡❧❡❝&✐♦♥ ▼❡&❤♦❞ ✭❱❙▼✮✿ ❈❤♦♦*❡ ❛ ✈❡.6❡① qcur ∈ V ❢♦. ❡①♣❛♥*✐♦♥✳

✸✳ ▲♦❝❛❧ 8❧❛♥♥✐♥❣ ▼❡&❤♦❞ ✭▲8▼✮✿ ❋♦. *♦♠❡ qnew ∈ Cfree 6❤❛6 ♠❛② ♦. ♠❛② ♥♦6 ❜❡

.❡♣.❡*❡♥6❡❞ ❜② ❛ ✈❡.6❡① ✐♥ V ✱ ❛66❡♠♣6 6♦ ❝♦♥*6.✉❝6 ❛ ♣❛6❤ τs : [0, 1] → Cfree *✉❝❤

6❤❛6 τ(0) = qcur ❛♥❞ τ(1) = qnew✳ τs ♠✉*6 ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ 6♦ ❡♥*✉.❡ 6❤❛6 ✐6 ❞♦❡* ♥♦6

❝❛✉*❡ ❛ ❝♦❧❧✐*✐♦♥✳ ■❢ 6❤✐* *6❡♣ ❢❛✐❧* 6♦ ♣.♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦❧❧✐*✐♦♥✲❢.❡❡ ♣❛6❤ *❡❣♠❡♥6✱ 6❤❡♥ ❣♦

6♦ *6❡♣ ✷✳

✹✳ ■♥9❡#& ❛♥ ❊❞❣❡ ✐♥ &❤❡ ●#❛♣❤✿ ■♥*❡.6 τs ✐♥6♦ E✱ ❛* ❛♥ ❡❞❣❡ ❢.♦♠ qcur 6♦ qnew✳ ■❢

qnew ✐* ♥♦6 ❛❧.❡❛❞② ✐♥ V ✱ 6❤❡♥ ✐6 ✐* ✐♥*❡.6❡❞✳

✺✳ ❈❤❡❝❦ ❢♦# ❛ ❙♦❧✉&✐♦♥✿ ❉❡6❡.♠✐♥❡ ✇❤❡6❤❡. G ❡♥❝♦❞❡* ❛ *♦❧✉6✐♦♥ ♣❛6❤✳ ❆* ✐♥ 6❤❡

❞✐*❝.❡6❡ ❝❛*❡✱ ✐❢ 6❤❡.❡ ✐* ❛ *✐♥❣❧❡ *❡❛.❝❤ 6.❡❡✱ 6❤❡♥ 6❤✐* ✐* 6.✐✈✐❛❧❀ ♦6❤❡.✇✐*❡✱ ✐6 ❝❛♥

❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛6❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡♥*✐✈❡✳

✻✳ ❘❡&✉#♥ &♦ ❙&❡♣ ✷✿ ■6❡.❛6❡ ✉♥❧❡** ❛ *♦❧✉6✐♦♥ ❤❛* ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ♦. *♦♠❡ 6❡.♠✐♥❛6✐♦♥

❝♦♥❞✐6✐♦♥ ✐* *❛6✐*✜❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛*❡ 6❤❡ ❛❧❣♦.✐6❤♠ .❡♣♦.6* ❢❛✐❧✉.❡✳

❚❤❡ .♦❧❡ ♦❢ 6❤❡ ✈❡.6❡① *❡❧❡❝6✐♦♥ ♠❡6❤♦❞ ✭❱❙▼✮ ✐* T✉✐6❡ *✐♠✐❧❛. 6♦ 6❤❛6 ♦❢ 6❤❡ ♣.✐♦.✲

✐6② T✉❡✉❡✱ Q✱ ✐♥ 6❤❡ ❞✐*❝.❡6❡ *♣❛❝❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦.✐6❤♠*✳ ▲♦❝❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♠❡6❤♦❞ ✭▲U▼✮

❝♦♠♣✉6❡* ❛ ❝♦❧❧✐*✐♦♥✲❢.❡❡ ♣❛6❤ *❡❣♠❡♥6 6❤❛6 ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ 6♦ 6❤❡ ❣.❛♣❤✳ ■6 ✐* ❝❛❧❧❡❞ ❧♦✲

❝❛❧ ❜❡❝❛✉*❡ 6❤❡ ♣❛6❤ *❡❣♠❡♥6 ✐* ♦❢6❡♥ *✐♠♣❧❡ ✭❡✳❣✳✱ 6❤❡ *❤♦.6❡*6 ♣❛6❤✮ ❛♥❞ 6.❛✈❡❧* ❛ *❤♦.6

❞✐*6❛♥❝❡✳
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❆❞❛♣$✐♥❣ ❉✐)❝+❡$❡ ❙❡❛+❝❤ ❆❧❣♦+✐$❤♠) ❖♥❡ ♦❢ &❤❡ ♠♦)& ❝♦♠❢♦+&❛❜❧❡ ❛♥❞ )&+❛✐❣❤&✲

❢♦+✇❛+❞ ✇❛②) &♦ ♠❛❦❡ )❛♠♣❧✐♥❣✲❜❛)❡❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦+✐&❤♠) ✐) &♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣+✐❞ ♦✈❡+ C ❛♥❞

❝♦♥❞✉❝& ❛ ❞✐)❝+❡&❡ )❡❛+❝❤✳ ❚❤❡ ❣+✐❞ ❞♦❡) ♥♦& ❤❛✈❡ &♦ ❤❛✈❡ &❤❡ )❛♠❡ +❡)♦❧✉&✐♦♥ ♦♥ ❡✈❡+②

❛①✐)✳

❚❤❡ )❡❛+❝❤ ❣+❛♣❤ G(V,E) ✭&❤❡ ❣+✐❞✮ ✐) +❡✈❡❛❧❡❞ ✧♦♥ &❤❡ ✢②✧ )✉❝❤ ❛) ✐♥ &❤❡ ❞✐)❝+❡&❡

)❡❛+❝❤✳ ❲❤❡♥ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡✱ ✐&) ❦✲♥❡✐❣❤❜♦✉+) ❛+❡ ❣❡♥❡+❛&❡❞✳ ■❢ ❣❡♥❡+❛&❡❞ ✈❡+&❡① ✐) ✐♥

Cobs✱ ❞♦ ♥♦& ❛❞❞ ✐& ✐♥&♦ G✳ ■❢ qI ❛♥❞ qG ❞♦ ♥♦& ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐&❤ ❣+✐❞✱ ❛❞❞ &❤❡♠ &♦ G ❛♥❞

❝♦♥♥❡❝& &❤❡♠ &♦ &❤❡ ♥❡❛+❡)& ✈❡+&✐❝❡)✳

✷✳✷✳✸ ❚$❛❥❡❝)♦$② ♣❧❛♥♥✐♥❣

❋♦+ ❝♦♠♣❧❡&❡ ✉♥❞❡+)&❛♥❞✐♥❣ ♦❢ &❤❡ &❡+♠ &+❛❥❡❝&♦+② ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ✐& ✐) ✐♠♣♦+&❛♥& &♦ ❦♥♦✇ ✇❤❛&

❛ ♣❤❛)❡ )♣❛❝❡ ✐)✳

2❤❛)❡ )♣❛❝❡ ■♥ +♦❜♦&✐❝)✱ ♠♦)& ♣+♦❜❧❡♠) ✐♥✈♦❧✈❡ ❞✐✛❡+❡♥&✐❛❧ ❝♦♥)&+❛✐♥&) &❤❛& ❛+✐)❡ ❢+♦♠

&❤❡ ❦✐♥❡♠❛&✐❝) ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝) ♦❢ ❛ +♦❜♦&✳ ❲❤❡♥ &❤❡ ♣❧❛♥♥❡+ ❝♦♥)✐❞❡+) ♦♥❧② ❦✐♥❡♠❛&✐❝) ♦❢

&❤❡ +♦❜♦&✱ &❤❡♥ &❤❡ ❞✐✛❡+❡♥&✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣+❡))❡❞ ❛) ❝♦♥)&+❛✐♥& ♦♥ &❤❡ )❡& ♦❢ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡

✈❡❧♦❝✐&✐❡) ❛& ❡❛❝❤ ♣♦✐♥& ✐♥ C✳ ❚❤✐) +❡)✉❧&) ✐♥ ✜+)&✲♦+❞❡+ ❞✐✛❡+❡♥&✐❛❧ ❡G✉❛&✐♦♥) ❜❡❝❛✉)❡ ♦♥❧②

✈❡❧♦❝✐&✐❡) ❛+❡ ❝♦♥)&+❛✐♥❡❞✳

❍♦✇❡✈❡+ &❛❦✐♥❣ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥& ❝♦♥)&+❛✐♥&) ♦♥ ❤✐❣❤❡+ ♦+❞❡+ ❞❡+✐✈❛&✐✈❡) )❡❡♠) )✉❜)&❛♥✲

&✐❛❧❧② ♠♦+❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛&❡❞✳ ❚❤✐) +❡)✉❧&) ✐♥&♦ ✐♥&+♦❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤❛)❡ )♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛) ♠♦+❡

❞✐♠❡♥)✐♦♥) &❤❛♥ &❤❡ ♦+✐❣✐♥❛❧ ❈✲)♣❛❝❡✳ ❚❤✉)✱ &❤❡+❡ ✐) ❛ &+❛❞❡✲♦✛ ❜❡❝❛✉)❡ &❤❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥

✐) ✐♥❝+❡❛)❡❞❀ ❤♦✇❡✈❡+✱ ✐& ✐) ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣&❡❞ &❤❛& ✐♥❝+❡❛)✐♥❣ &❤❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ ♦❢ &❤❡ )♣❛❝❡ ✐)

♦❢&❡♥ ❡❛)✐❡+ &❤❛♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐&❤ ❤✐❣❤❡+ ♦+❞❡+ ❞❡+✐✈❛&✐✈❡)✳

❚+❛❥❡❝$♦+② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❆❝❝♦+❞✐♥❣ &♦ ▲❛❱❛❧❧❡ ❬✻❪✱ &❤❡ &❡+♠ &+❛❥❡❝&♦+② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤❛) ❜❡❡♥

✉)❡❞ ❢♦+ ❞❡❝❛❞❡) ✐♥ +♦❜♦&✐❝) &♦ +❡❢❡+ ♠❛✐♥❧② &♦ &❤❡ ♣+♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡&❡+♠✐♥✐♥❣ ❜♦&❤ ❛ ♣❛&❤ ❛♥❞

✈❡❧♦❝✐&② ❢✉♥❝&✐♦♥ ❢♦+ ❛ +♦❜♦& ❛+♠ ✭❡✳❣✳✱ Q❯▼❆ ✺✻✵✮✳ ❚❤✐) ❝♦++❡)♣♦♥❞) &♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❛&❤ ✐♥

&❤❡ ♣❤❛)❡ )♣❛❝❡ X ✐♥ ✇❤✐❝❤ x ∈ X ✐) ❞❡✜♥❡❞ ❛) x = (q, q̇)✳ ▼♦)& ❢+❡G✉❡♥&❧② &❤❡ ♣+♦❜❧❡♠

✐) )♦❧✈❡❞ ✉)✐♥❣ &❤❡ +❡✜♥❡♠❡♥& ❛♣♣+♦❛❝❤ ♠❡♥&✐♦♥❡❞ ❛& &❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝&✐♦♥ ✷✳✷ ❜② ✜+)&

❝♦♠♣✉&✐♥❣ ❛ ♣❛&❤ &❤+♦✉❣❤ Cfree✳ ❋♦+ ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉+❛&✐♦♥ q ❛❧♦♥❣ &❤❡ ♣❛&❤✱ ❛ ✈❡❧♦❝✐&② q̇

♠✉)& ❜❡ ❝♦♠♣✉&❡❞ &❤❛& )❛&✐)✜❡) &❤❡ ❞✐✛❡+❡♥&✐❛❧ ❝♦♥)&+❛✐♥&)✳

❉❡❝♦✉♣❧❡❞ 2❧❛♥♥✐♥❣ ❆♣♣+♦❛❝❤ ❆ &②♣✐❝❛❧ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣+♦❛❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡) ❢♦✉+ ♠♦❞✉❧❡)✿

✶✳ ❯)❡ ❛ ♠♦&✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦+✐&❤♠ &♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦❧❧✐)✐♦♥✲❢+❡❡ ♣❛&❤ τ : [0, 1]→ Cfree✳

✷✳ ❚+❛♥)❢♦+♠ τ ✐♥&♦ ❛ ♥❡✇ ♣❛&❤ τ ✬ )♦ &❤❛& ✈❡❧♦❝✐&② ❝♦♥)&+❛✐♥&) ♦♥ C ✭✐❢ &❤❡+❡ ❛+❡ ❛♥②✮

❛+❡ )❛&✐)✜❡❞✳ ❚❤✐) ♠✐❣❤&✱ ❢♦+ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡♥)✉+❡ &❤❛& &❤❡+❡ ♥♦ )❤❛+♣ &✉+♥) ♦♥ ♣❛&❤ ❛♥❞ )♦

❛ ❝❛+ ❝❛♥ ❛❝&✉❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ &❤❡ ♣❛&❤✳ ❆& &❤❡ ✈❡+② ❧❡❛)&✱ )♦♠❡ ♣❛&❤✲)♠♦♦&❤✐♥❣ ✐) ♥❡❡❞❡❞ ✐♥

♠♦)& ❝✐+❝✉♠)&❛♥❝❡)✳

✸✳ ❈♦♠♣✉&❡ ❛ &✐♠✐♥❣ ❢✉♥❝&✐♦♥ σ : [0, tF ] → [0, 1] ❢♦+ τ ′ )♦ &❤❛& τ ′ ◦ σ ✐) ❛ &✐♠❡✲

♣❛+❛♠❡&❡+✐③❡❞ ♣❛&❤ &❤+♦✉❣❤ Cfree ✇✐&❤ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❡G✉✐+❡♠❡♥&✳ ❚❤❡ )&❛&❡ &+❛❥❡❝&♦+② x̃
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♠✉$% $❛%✐$❢② ẋ = f(x(t), u(t)) ❛♥❞ u(t) ∈ U(x(t)) ❢♦- ❛❧❧ %✐♠❡✱ ✉♥%✐❧ uT ✐$ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛% %✐♠❡

tF ✳

✹✳ ❉❡$✐❣♥ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❧❛♥ ✭♦- ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥%-♦❧ ❧❛✇✮ π : X → U %❤❛% %-❛❝❦$ x̃✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥

$❤♦✉❧❞ ❛%%❡♠♣% %♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ %❤❡ ❡--♦- ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ❞❡$✐-❡❞ $%❛%❡ ❛♥❞ %❤❡ ♠❡❛$✉-❡❞ $%❛%❡

❞✉-✐♥❣ ❡①❡❝✉%✐♦♥✳

✷✳✸ ❈♦❧❧✐'✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

■♥ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥%✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛$ ♦♥❧② ♦❜$%❛❝❧❡$✱ ❛♥ ❛❣❡♥% $❤♦✉❧❞ ❝♦♥%❛✐♥ $♦♠❡ ❝♦❧❧✐$✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

✭❈❆✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥%✳ ▼♦-❡♦✈❡- ✐♥ %❤❡ ♠✉❧%✐✲❛❣❡♥% ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥%✱ %❤✐$ ❝♦♠♣♦♥❡♥% ❤❛$ %♦ %❛❦❡

♦%❤❡- ❛❣❡♥%$ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥%✳ ■% ❝❛♥ %-② %♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%❡ ❛♥❞ ♥❡❣♦%✐❛%❡ ✇✐%❤ %❤❡♠ ♦- ❛% ❧❡❛$%

%-② %♦ ♣-❡❞✐❝% %❤❡✐- ❜❡❤❛✈✐♦✉-✳

❚❤❡-❡ ❛-❡ %✇♦ %②♣❡$ ♦❢ ♠✉❧%✐✲❛❣❡♥% ❝♦❧❧✐$✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♠❡%❤♦❞$ ✲ ❝♦♦♣❡-❛%✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲

❝♦♦♣❡-❛%✐✈❡✳

✷✳✸✳✶ ❈♦♦♣❡(❛*✐✈❡ ♠❡*❤♦❞0

❈♦♦♣❡-❛%✐✈❡ ♠❡%❤♦❞$✱ ❛$ %✐%❧❡ $✉❣❣❡$%$ ✐%✱ ❛-❡ ❜❛$❡❞ ♦♥ ❝♦♦♣❡-❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❛❣❡♥%$✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ $♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ❛❣❡♥%$ ✐$ -❡F✉✐-❡❞ %♦ $❤❛-❡ ❛❧❧

✐♠♣♦-%❛♥% ✐♥❢♦-♠❛%✐♦♥ ✭$✉❝❤ ❛$ $❡♥$♦-✬$ ❞❛%❛✱ ❢✉%✉-❡ ♣❧❛♥$✮ ✇✐%❤ ♦%❤❡- ❛❣❡♥%$✳

❚❤❡-❡ ❛-❡ ♠❛♥② ❝♦♦♣❡-❛%✐✈❡ ❈❆ ♠❡%❤♦❞$ ❛♥❞ ❛❧❣♦-✐%❤♠$✱ ❢♦- ❡①❛♠♣❧❡ -❡$❡-✈❛%✐♦♥✲❜❛$❡❞

❈❆ ❛❧❣♦-✐%❤♠ ❢-♦♠ ❬✽❪✱ ❛✉❝%✐♦♥✲❜❛$❡❞ ♠❡%❤♦❞$ ✭✉$❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ❬✽❪✮ ♦- %❤❡ ✐%❡-❛%✐✈❡ ♣❡❡-✲%♦✲

♣❡❡- ❈❆ ❛❧❣♦-✐%❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❆❚● ❢♦- ❈❆ ♦❢ ❛✉%♦♥♦♠♦✉$ ❛✐-♣❧❛♥❡$ ❛♥❞ ❞❡$❝-✐❜❡❞ ✐♥

❬✾❪✳

✷✳✸✳✷ ❘❡0❡(✈❛*✐♦♥✲❜❛0❡❞ ❛❧❣♦(✐*❤♠

❘❡$❡-✈❛%✐♦♥✲❜❛$❡❞ ❈❆ ❛❧❣♦-✐%❤♠ ✇❛$ ♣-♦♣♦$❡❞ ❜② ❉-❡$♥❡- ❛♥❞ ❙%♦♥❡ ✐♥ ❬✺❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦-✐%❤♠

♣-❡$✉♠❡$ %❤❛% %❤❡-❡ ❛-❡ %✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❣❡♥%$ ✲ ❛❣❡♥% ❞-✐✈❡- ❛♥❞ ✐♥%❡-$❡❝%✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡-✳ ❚❤❡

❞-✐✈❡- ❛❣❡♥% ✐$ ❛♥ ❛❣❡♥%✱ ✇❤♦ ✐$ ❞-✐✈✐♥❣ ❞-✐✈❡-❧❡$$ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ■♥%❡-$❡❝%✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡- ✐$ $%❛%✐♦♥❛-②

❛❣❡♥%✱ %❤❛% ♠❛♥❛❣❡$ %❤❡ $♣❛❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥%❡-$❡❝%✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡$ %❤❡ -❡$❡-✈❛%✐♦♥ -❡F✉❡$%$ ❢-♦♠

❞-✐✈❡- ❛❣❡♥%$✳

❉❡"❝$✐♣'✐♦♥ ❲❤❡♥ ❛❣❡♥% ❞-✐✈❡- ❛♣♣-♦❛❝❤❡$ ❛♥ ✐♥%❡-$❡❝%✐♦♥✱ ✐% ❝♦♥%❛❝%$ ✐%$ ✐♥%❡-$❡❝%✐♦♥

♠❛♥❛❣❡- ❛♥❞ $❡♥❞$ ✐% ❛ -❡$❡-✈❛%✐♦♥ -❡F✉❡$% %❤❛% ❝♦♥%❛✐♥ ❛❧❧ ✐♠♣♦-%❛♥% ✐♥❢♦ ✭ ❛--✐✈❛❧ %✐♠❡✱

❛--✐✈❛❧ $♣❡❡❞✱ ❜✉% ❛❧$♦ ✈❡❤✐❝❧❡✬$ ❝❤❛-❛❝%❡-✐$%✐❝$ $✉❝❤ ❛$ ♠❛①✐♠❛❧ ❛❝❝❡❧❡-❛%✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✐♥%❡-✲

$❡❝%✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡- ♣-♦❝❡$$❡$ %❤❡ -❡F✉❡$%✱ $✐♠✉❧❛%❡$ %❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬$ ♣❛$$❛❣❡ %❤-♦✉❣❤ ✐♥%❡-$❡❝%✐♦♥

❛♥❞ ✐❢ %❤❡-❡ ❛-❡ ♥♦ ❝♦❧❧✐$✐♦♥$✱ ✐% ❛❝❝❡♣%$ %❤❡ -❡$❡-✈❛%✐♦♥✳ ❇✉% ✐❢ %❤❡-❡ ✐$ ❛♥② ❝♦❧❧✐$✐♦♥✱

%❤❡ ✐♥%❡-$❡❝%✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡- ✇✐❧❧ -❡❥❡❝% %❤❡ -❡$❡-✈❛%✐♦♥ ✭♣-❡❢❡-❛❜❧② ✇✐%❤ ❜-✐❡❢ ❥✉$%✐✜❝❛%✐♦♥ ♦❢

-❡❥❡❝%✐♦♥✮ ❜✉% ♠❛② ❛% ❧❡❛$% %-② %♦ $❡♥❞ ❛ ❝♦✉♥%❡-✲♦✛❡- ❜❛❝❦✳



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❙❚❆❚❊ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘❚ ✶✶

■" ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ "❤❛" "❤❡ ❛❣❡♥" ❞+✐✈❡+ ✇♦♥✬" ❜❡ ❛❜❧❡ "♦ ❛++✐✈❡ ❛" "❤❡ ✐♥"❡+3❡❝"✐♦♥ ♦♥

3♣❡❝✐✜❡❞ "✐♠❡ ✭❞✉❡ "♦ ✐✳❡✳ ✇❡❛"❤❡+ ❝❤❛♥❣❡ ♦+ ✉♥❡①♣❡❝"❡❞ ♦❜3"❛❝❧❡✮✳ ❚❤❡ +❡3❡+✈❛"✐♦♥ 3②3"❡♠

❛❧❧♦✇3 "❤❡ ❛❣❡♥" ❞+✐✈❡+ "♦ ❝❤❛♥❣❡ "❤❡ +❡3❡+✈❛"✐♦♥ ♦+ ❝❛♥❝❡❧ ✐" ❝♦♠♣❧❡"❡❧②✳

■♥ "❤❡ ❡✈❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ "❤❡ ♥✐❣❤"✱ ✇❤❡♥ "❤❡+❡ ✐3 ❛❧♠♦3" 3♠❛❧❧ "+❛✣❝ ❛" "❤❡ ✐♥"❡+3❡❝"✐♦♥✱

"❤❡ ✐♥"❡+3❡❝✐"♦♥ ♠❛♥❛❣❡+ ♠✐❣❤" ❜❡ ❛❜❧❡ "♦ ❤❛♥❞❧❡ "❤❡ +❡3❡+✈❛"✐♦♥ +❡?✉❡3"3✱ ✇✐"❤♦✉" "❤❡♠

3"❛❝❦✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡+ ❞✉+✐♥❣ "❤❡ ❞❛②✱ ✇❤❡♥ "❤❡ "+❛✣❝ ✐3 ❤✐❣❤✱ "❤❡ "+❛✣❝ ♠❛♥❛❣❡+ ❤❛3 "♦

3"♦+❡ "❤❡ +❡3❡+✈❛"✐♦♥ +❡?✉❡3"3 ✐♥ ❛ +❡3❡+✈❛"✐♦♥ 3❡"✳ ■♥ ✇❤✐❝❤ ♦+❞❡+ ✭❝❛❧❧❡❞ "❤❡ ✐♥"❡+3❡❝"✐♦♥

♠❛♥❛❣❡+ ♣♦❧✐❝②✮ 3❤♦✉❧❞ "❤✐3 3❡" ❜❡ ✐"❡+❛"❡❞❄

❈❤♦♦#✐♥❣ '❤❡ )✐❣❤' ♣♦❧✐❝② ■♥ "❤❡ ✇♦+❦ ❜② ❉+❡3♥❡+ ❛♥❞ ❙"♦♥❡ ❬✺❪ "❤❡ ✐♥"❡+3❡❝"✐♦♥

♠❛♥❛❣❡+ ♣♦❧✐❝② ✇❛3 3✐♠♣❧❡ ✜+3"✲❝♦♠❡✲✜+3"✲3❡+✈❡❞ ♣♦❧✐❝② ✭❋❈❋❙✮✳ ▼✳ ❱❛3✐+❛♥✐ ❝♦♠♣❛+❡❞ ✐♥

❤✐3 ❞♦❝"♦+❛❧ "❤❡3✐3 ❬✽❪ "❤❡ ❋❈❋❙ ♣♦❧✐❝② ✇✐"❤ ✹ ✉♥✐✈❡+3❛❧❧② 3"❛❜❧❡ ♣♦❧✐❝✐❡3✱ ♥❛♠❡❧② ❧♦♥❣❡3"✲✐♥✲

3②3"❡♠ ✭▲■❙✮✱ 3❤♦+"❡3"✲✐♥✲3②3"❡♠ ✭❙■❙✮✱ ❢❛+"❤❡3"✲"♦✲❣♦ ✭❋❚●✮ ❛♥❞ ♥❡❛+❡3"✲"♦✲3♦✉+❝❡ ✭◆❚❙✮✳

❚❤❡ ▲■❙ ♣♦❧✐❝② ❣✐✈❡3 ♣+✐♦+✐"② "♦ "❤❡ +❡?✉❡3" ♦❢ "❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ❥♦✐♥❡❞ "❤❡ 3②3"❡♠ ❡❛+❧✐❡3"✳

❚❤❡ ❙■❙ ♣♦❧✐❝② ❣✐✈❡3 ♣+✐♦+✐"② "♦ "❤❡ +❡?✉❡3" ♦❢ "❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ❥♦✐♥❡❞ "❤❡ 3②3"❡♠ ❧❛"❡3"✳

❚❤❡ ❋❚● ♣♦❧✐❝② ❣✐✈❡3 ♣+✐♦+✐"② "♦ "❤❡ +❡?✉❡3" ♦❢ "❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ 3"✐❧❧ ❤❛3 "♦ "+❛✈❡+3❡ "❤❡

❧♦♥❣❡3" ♣❛"❤ ✉♥"✐❧ +❡❛❝❤✐♥❣ ✐"3 ❞❡3"✐♥❛"✐♦♥✳ ❚❤❡ ◆❚❙ ♣♦❧✐❝② ❣✐✈❡3 ♣+✐♦+✐"② "♦ "❤❡ +❡?✉❡3"

♦❢ "❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐3 ❝❧♦3❡3" "♦ ✐"3 ♦+✐❣✐♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛3 "+❛✈❡+3❡❞ "❤❡ ❧❡❛3" ♦❢ ✐"3 ✇❤♦❧❡

+♦✉"❡✳

■♥ ❱❛3✐+❛♥✐✬3 ✇♦+❦✱ ❛❧❧ "❤❡ ♣♦❧✐❝✐❡3 ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛+❛❜❧❡ +❡3✉❧"3 ❛3 ♦♣♣♦3❡❞ "♦ "❤❡ "+❛❢✲

✜❝ ❧✐❣❤"3 ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡✳ ❍❡ 3✉❣❣❡3" ✉3✐♥❣ "❤❡ ❋❈❋❙ ♣♦❧✐❝② 3✐♥❝❡ ✐" ❞♦❡3 ♥♦" +❡?✉✐+❡ ❛♥②

❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦+♠❛"✐♦♥ ❢+♦♠ "❤❡ ❛❣❡♥" ❞+✐✈❡+✳

✷✳✸✳✸ ❆✉❝&✐♦♥✲❜❛-❡❞ ❛❧❣♦2✐&❤♠

❆✉❝"✐♦♥✲❜❛3❡❞ ❛❧❣♦+✐"❤♠ ❢♦+ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝♦❧❧✐3✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛" "❤❡ ✐♥"❡+3❡❝"✐♦♥ ✐3 ❞❡3❝+✐❜❡❞ ✐♥

❱❛3✐+❛♥✐✬3 ✇♦+❦✳ ❬✽❪✳ ❚❤❡ ❛✉❝"✐♦♥❡❞ ❣♦♦❞ ✐3 "❤❡ ✉3❡ ♦❢ "❤❡ 3♣❛❝❡ ✐♥3✐❞❡ "❤❡ ✐♥"❡+3❡❝"✐♦♥ ❛" ❛

❣✐✈❡♥ "✐♠❡✳ ❆❝❝♦+❞✐♥❣ "♦ "❤❡ ❉+❡3♥❡+ ❛♥❞ ❙"♦♥❡✬3 ♠♦❞❡❧ ❬✺❪✱ ❛♥ ✐♥"❡+3❡❝"✐♦♥ ✐3 ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛3

❛ ❞✐3❝+❡"❡ ♠❛"+✐① ♦❢ 3♣❛❝❡ 3❧♦"3✳ ❚❤❡ 3❡" ♦❢ ✐"❡♠3 "❤❛" ❛ ❜✐❞❞❡+ ❝❛♥ ❜✐❞ ❢♦+ ✐3 "❤❡ 3❡" ♦❢ 3♣❛❝❡

3❧♦"3 ✇✐"❤ ❣✐✈❡♥ "✐♠❡✲3"❡♣✳ ❉✉❡ "♦ "❤❡ ♥❛"✉+❡ ♦❢ "❤❡ ✐"❡♠3✱ ❛ ❜✐❞❞❡+ ✐3 ♦♥❧② ✐♥"❡+❡3"❡❞ ✐♥

❜✉♥❞❧❡3 ♦❢ ✐"❡♠3 ✭+❛"❤❡+ "❤❛♥ ♦♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ 3♣❛❝❡ 3❧♦"✮✳ ❚❤✉3✱ "❤❡ ✐"❡♠3 ♠✉3" ♥❡❝❡33❛+✐❧②

❜❡ ❛❧❧♦❝❛"❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛"♦+✐❛❧ ❛✉❝"✐♦♥✳ ❆❣❡♥"3 3❡♥❞ "❤❡✐+ ❜✐❞3 ❛❧♦♥❣ ✇✐"❤ "❤❡ +❡3❡+✈❛"✐♦♥

+❡?✉❡3"3✱ ❛♥❞ "❤❡ ✇✐♥♥❡+ ✐3 ❞❡"❡+♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦+❞✐♥❣ "♦ ❛ ❱✐❝❦+❡② ✭❝♦♠❜✐♥❛"♦+✐❛❧✮ ❛✉❝"✐♦♥

+✉❧❡3✳

✷✳✸✳✹ ■&❡2❛&✐✈❡ ♣❡❡2✲&♦✲♣❡❡2 ❝♦♥✢✐❝&✲2❡-♦❧✉&✐♦♥ ❛❧❣♦2✐&❤♠

■"❡+❛"✐✈❡ ♣❡❡+✲"♦✲♣❡❡+ ❝♦♥✢✐❝"✲+❡3♦❧✉"✐♦♥ ❛❧❣♦+✐"❤♠ ✇❛3 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❆❚● ❝❡♥"❡+ ♦+✐❣✐♥❛❧❧②

❢♦+ ❛✐+♣❧❛♥❡✲❝♦❧❧✐3✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐3 ❞❡3❝+✐❜❡❞ ✐♥ ❬✾❪✿

❆❧❣♦+✐"❤♠ 3"❛+"3 ✇✐"❤ 3❡❧❡❝"✐♥❣ "❤❡ 3♦♦♥❡3" ❝♦♥✢✐❝"✳ ■" ❣❡♥❡+❛"❡3 ❛ 3❡" ♦❢

♣♦33✐❜❧❡ ✢✐❣❤" "+❛❥❡❝"♦+✐❡3 ❢♦+ ❡❛❝❤ ❛✐+♣❧❛♥❡ ✉3✐♥❣ ♣+❡❞❡✜♥❡❞ ♠❛♥♦❡✉✈+❡3 ✭❡✳❣✳



❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❙❚❆❚❊ ❖❋ ❚❍❊ ❆❘❚ ✶✷

"✉$♥ ❧❡❢"✱ "✉$♥ $✐❣❤"✱ "✉$♥ ✉♣✱ "✉$♥ ❞♦✇♥✱ 1♣❡❡❞ ✉♣✱ 1❧♦✇ ❞♦✇♥✮✳ ❚❤✐1 ♠❛♥♦❡✉✲

✈$❡1 ❛$❡ ❝♦♥1"$✉❝"❡❞ "♦ ❛✈♦✐❞ "❤❡ ❝♦♥✢✐❝"✳ ❊❛❝❤ ❣❡♥❡$❛"❡❞ ✢✐❣❤" "$❛❥❡❝"♦$② ✐1
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✶✿ ❣❡( ♣❧❛♥$ ❢%♦♠ ❛❧❧ ❞%✐✈❡% ❛❣❡♥($

✷✿ pB ← planPartB()
✸✿ ❢♦$ ❛❧❧ ♠❛♥❡✉✈❡% m $✉❝❤ (❤❛( ♣❧❛♥7❛%(❆✭♠✮ ✐$ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞♦

✹✿ pA← planPartA(m)
✺✿ ✐❢ pA ❤❛$ ❛♥② ❝♦♥✢✐❝( &❤❡♥

✻✿ ❝♦♥(✐♥✉❡ ✇✐(❤ ♥❡①( m

✼✿ ❡♥❞ ✐❢

✽✿ pB2← $❤✐❢( (✐♠❡ ♦❢ pB (♦ $(❛%( ❛❢(❡% pA

✾✿ ✐❢ pB2 ❤❛$ ❛♥② ❝♦♥✢✐❝( &❤❡♥

✶✵✿ ❝♦♥(✐♥✉❡ ✇✐(❤ ♥❡①( m

✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✷✿ ❢♦$ ❛❧❧ ♠❛♥❡✉✈❡% n $✉❝❤ (❤❛( ♣❧❛♥7❛%(❈✭♥✮ ✐$ ♣♦$$✐❜❧❡ ❞♦

✶✸✿ pC ← planPartC(n)
✶✹✿ ✐❢ pC ❤❛$ ❛♥② ❝♦♥✢✐❝( &❤❡♥

✶✺✿ ❝♦♥(✐♥✉❡ ✇✐(❤ ♥❡①( n

✶✻✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✼✿ ❡♥❞ ❢♦$

✶✽✿ ✐❢ pA✱ pB2✱ pC ❤❛$ ♥♦ ❝♦♥✢✐❝( &❤❡♥

✶✾✿ ❜%❡❛❦

✷✵✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✶✿ ✐❢ pA✱ pB2✱ pC ❡①✐$($ &❤❡♥

✷✷✿ p← ❝♦♥❝❛(❡♥❛(❡7❧❛♥$✭pA✱ pB2✱ pC✮

✷✸✿ ❡❧/❡

✷✹✿ ♣$✐♥& ✧♣❧❛♥ ♥♦( ❢♦✉♥❞✧

✷✺✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✻✿ ❡♥❞ ❢♦$

✷✼✿ $❛✈❡ p ✐♥(♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛$❡

✷✽✿ ❡①❡❝✉(❡ p
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❘❡"❡#✈❛&✐♦♥ ✐&❡♠ ❚❤❡ ❝&♦00&♦❛❞ ❛♥❞ ♥❡❛& ❛&❡❛ ✐0 ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛0 ❞✐0❝&❡/❡ ♠❛/&✐① ♦❢ 0♣❛❝❡

0❧♦/0✳ ❖♥❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛/ ♦♥❡ /✐♠❡ ❝❛♥ ♦❝❝✉♣② ♦♥❡ ♦& /②♣✐❝❛❧❧② ♠♦&❡ 0♣❛❝❡✲0❧♦/0✳ ❚❤❡ ✐/❡♠✱

✇❤✐❝❤ ✐0 0/♦&❡❞ ✐♥ /❤❡ &❡0❡&✈❛/✐♦♥✱ ✐0 0❡/ ♦❢ 0✉❝❤ 0♣❛❝❡ 0❧♦/0 ❛❧♦♥❣ ✇✐/❤ /❤❡ ❝✉&&❡♥/ /✐♠❡✲0/❡♣✳

❉❡"❝#✐♣&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❛❧❣♦#✐&❤♠ ❲❤❡♥ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭✇✐/❤ ❛❣❡♥/ ❞&✐✈❡&✮ ✐0 ❛♣♣&♦❛❝❤✐♥❣ /❤❡

✐♥/❡&0❡❝/✐♦♥✱ ✐/ ❛0❦0 ❛❧❧ ❛❣❡♥/ ❞&✐✈❡&0 ♥❡❛& /❤❡ ✐♥/❡&0❡❝/✐♦♥ /♦ 0❡♥❞ ✐/ /❤❡✐& ♣❧❛♥0✳ ❚❤❡

❛♣♣&♦❛❝❤✐♥❣ ❛❣❡♥/ ❞&✐✈❡& 0❛✈❡0 /❤❡0❡ ♣❧❛♥0 /♦ ✐/0 ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛0❡ ✭❑❇✮✳ ❚❤❡♥ /❤❡ ❛❣❡♥/

/&✐❡0 /♦ ♣❧❛♥ ✐/0 ♣❛/❤ /❤&♦✉❣❤ /❤❡ ❝&♦00&♦❛❞✳ ❋♦& ❡✈❡&② ✭❢✉/✉&❡✮ /✐♠❡✲0/❡♣✱ ✐/ ❝❤❡❝❦0 ✐/0

✭❢✉/✉&❡✮ 0❡/ ♦❢ ♦❝❝✉♣✐❡❞ 0♣❛❝❡ 0❧♦/0 ✇✐/❤ /❤❡ ♣❧❛♥0 ♦❢ ♦/❤❡& ✈❡❤✐❝❧❡0 ✐♥ ✐/0 ❑❇✳ ■❢ /❤❡&❡

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝♦❧❧✐0✐♦♥✱ ❛❣❡♥/ ✐0 ♥♦/ ❛❧❧♦✇❡❞ /♦ ❡①❡❝✉/❡ /❤✐0 ♣❧❛♥ ❛♥❞ ✐/ /&✐❡0 /♦ &❡♣❧❛♥ ✐/0

♣❛/❤✳

❆❢/❡& /❤❡ ❛❣❡♥/ ❞&✐✈❡& ❤❛0 0✉❝❝❡00❢✉❧❧② ♠❛❞❡ ✐/0 ♣❧❛♥✱ ✐/ 0❛✈❡0 /❤❡ ♣❧❛♥ ✐♥ ✐/0 ❑❇✱ /♦ ❜❡

❛❜❧❡ /♦ ♣&♦✈✐❞❡ ✐/ /♦ ✇❤♦ ♠❛② ❛0❦ ❢♦& ✐/✳ ❋✐♥❛❧❧② /❤❡ ❛❣❡♥/ ❝❛♥ ❡①❡❝✉/❡ /❤❡ ❝♦♠♣✉/❡❞ ♣❧❛♥✳

❉❡0❝&✐♣/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛❧❣♦&✐/❤♠ ✐♥ /❤❡ ♣0❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✐0 0❤♦✇♥ ✐♥ ❆❧❣♦&✐/❤♠ ✷✳

■♥ /❤❡ &❡0❡&✈❛/✐♦♥✲❜❛0❡❞ ♠❡/❤♦❞ ♦❢ ❝♦❧❧✐0✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❛❧❧ ♣❧❛♥0 ❛&❡ ✜♥❛❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ /❤❛/

♦♥❝❡ /❤❡ ♣❧❛♥ ✐0 0✉❝❝❡00❢✉❧❧② ♠❛❞❡ ✭✐/ ✐0 ❝♦♥✢✐❝/✲❢&❡❡✮✱ ✐/ ❞♦❡0 ♥♦/ ❝❤❛♥❣❡✳

▼② ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ▼② ✐♠♣❧❡♠❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ &❡0❡&✈❛/✐♦♥✲❜❛0❡❞ ❈❆ ♠❡/❤♦❞ ✇♦&❦0

✇❡❧❧✱ ✇❤❡♥ /❤❡ /&❛✣❝ ✐0 &❡❧❛/✐✈❡❧② 0♣❛&0❡✳ ❚❤❡ ♠♦0/ ✧❡①/&❡♠❡✧ ♠❛♥❡✉✈❡& ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐0

❥✉0/ 0❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ /♦ ❧♦✇ 0♣❡❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❜❡❝❛✉0❡ ■ ❞✐❞ ♥♦/ ❝♦♠♣❧❡/❡❧② ✜♥✐0❤ /❤❡ ❛❧❣♦&✐/❤♠✱

/❤❡ &❡0❡&✈❛/✐♦♥✲❜❛0❡❞ ♣❧❛♥♥❡& ❝❛♥♥♦/ 0/♦♣ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡✱ 0♦ ✐/ &❡♣♦&/0 ❢❛✐❧✉&❡✱ ✇❤❡♥ /❤❡&❡ ❛&❡

&❡❛❧❧② ♠❛♥② ✈❡❤✐❝❧❡0 ✐♥ /❤❡ ✐♥/❡&0❡❝/✐♦♥ ❛&❡❛✳

✸✳✷✳✷ ■$❡&❛$✐✈❡ ♣❡❡&✲$♦✲♣❡❡& ❝♦❧❧✐/✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛❧❣♦&✐$❤♠

■/❡&❛/✐✈❡ ♣❡❡&✲/♦✲♣❡❡& ❝♦❧❧✐0✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛❧❣♦&✐/❤♠ ✭■RR❈❆✮ ✇❛0 ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ /❤❡ ❆❚●

❝❡♥/❡& ❛♥❞ ❞❡0❝&✐❜❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❜② ❱♦❧❢ ❡/ ❛❧✳



❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ■▼#▲❊▼❊◆❚❆❚■❖◆ ✶✻

❊✣❝✐❡♥❝② ❞✐(❝✉((✐♦♥ ■# ✇❛& &✉❝❝❡&&❢✉❧❧② ✉&❡❞ ❢♦/ ❝♦❧❧✐&✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦❢ ❛✉#♦♥♦♠♦✉&

❛✐/♣❧❛♥❡&✳ ❇❡❝❛✉&❡ #❤❡ ❛✐/♣❧❛♥❡& ♣❧❛♥ ❛♥❞ ✢② ✐♥ #❤/❡❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ &♣❛❝❡✱ #❤❡ ❛❧❣♦/✐#❤♠

✐& /❡❧❛#✐✈❡❧② &✉❝❝❡&&❢✉❧ ❛♥❞ ✐# #❛❦❡& ♦♥❧② ❢❡✇ ✐#❡/❛#✐♦♥ #♦ ✜♥❞ ❝♦♥✢✐❝#✲❢/❡❡ ✢✐❣❤# ♣❧❛♥&✳

❍♦✇❡✈❡/✱ ✐♥ #❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥#❡/&❡❝#✐♦♥✱ #❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡& ♦♣❡/❛#❡& ♦♥❧② ✐♥ #✇♦✲❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧

&♣❛❝❡ ❛♥❞ ❤❛& ❧❡&& ♠❛♥❡✉✈❡/& #♦ ❞♦✳ ❍❡/❡❜②✱ ■ ❡①♣❡❝# ❤✐❣❤❡/ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ✐#❡/❛#✐♦♥&✱ ✇❤❡♥

❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡& ❛# ✐♥#❡/&❡❝#✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛/✐&♦♥ #♦ #❤❡ ✉&❛❣❡ ✐♥ #❤❡ ❛✐/♣❧❛♥❡ ❞♦♠❛✐♥✳

■♥ &♣✐#❡ ♦❢ ♠② ❡✛♦/#✱ ■ ✉♥❢♦/#✉♥❛#❡❧② ❞✐❞ ♥♦# ♠❛♥❛❣❡ #♦ ✜♥✐&❤ #❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥#❛#✐♦♥ ♦❢

■BB❈❆✳ ■# ✇❛& ❞✉❡ #♦ ❧❛❝❦ ♦❢ #✐♠❡ ❛♥❞ ❜✐❣ ❝♦♠♣❧❡①✐#② ♦❢ #❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥#❛#✐♦♥ #❛&❦✳

✸✳✸ ❈#♦%%#♦❛❞ %✐♠✉❧❛,♦#

❆❣❡♥-( ■♥ #❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥#❡/&❡❝#✐♦♥&✱ ❛❣❡♥#& ❛/❡ ❛✉#♦♥♦♠♦✉& ✭❝♦♠♣✉#❡/✮ ❞/✐✈❡/& ❝❛❧❧❡❞

❞/✐✈❡/ ❛❣❡♥#&✳ ❆♥② ❛❣❡♥# ❝❛♥ ♦❜&❡/✈❡ ✐#& ❛♥❞ ❡✈❡/② ♦#❤❡/ ✈❡❤✐❝❧❡✬& ♣♦&✐#✐♦♥ ✐♥ #❤❡ ❝/♦&&/♦❛❞✳

■# ❝❛♥ ❛❧&♦ ❣❡# ✐♥❢♦/♠❛#✐♦♥ ❛❜♦✉# ♦#❤❡/ ❞/✐✈❡/ ❛❣❡♥#& ♣❧❛♥&✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❣❡♥#✬& ❛❝#✐♦♥& ❛/❡

&#❡❡/✐♥❣✱ ❛❝❝❡❧❡/❛#✐♦♥ ♦/ ❞❡❝❡❧❡/❛#✐♦♥ #❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❆❣❡♥# ❝❛♥ ❛❧&♦ ♥❡❣♦#✐❛#❡ ✇✐#❤ ♦#❤❡/

❛❣❡♥#& ❛❜♦✉# #❤❡✐/ ♣❧❛♥&✳

❘❡♣0❡(❡♥-❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✇♦0❧❞ B♦&✐#✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❤❛& ✷❉ ❝♦♥#✐♥✉♦✉& /❡♣/❡&❡♥#❛#✐♦♥

✲ ① ❛♥❞ ② ❝♦♦/❞✐♥❛#❡& ❛/❡ &#♦/❡❞ ❛& ✢♦❛#& ✇✐#❤ ❞♦✉❜❧❡ ♣/❡❝✐&✐♦♥✳ ❚❤❡♥ #❤❡ ❝♦♦/❞✐♥❛#❡& ❝❛♥

❜❡ /♦✉♥❞❡❞ ❢♦/ ✈✐&✉❛❧✐&❛#✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐&✐♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❚✐♠❡ ✐& ❞✐&❝/❡#✐③❡❞ ✐♥ &♠❛❧❧ &#❡♣& ✲

#✐❝❦& ∆t ♦❢ ✈❛❧✉❡ ∆t ∼ 0.02✳

❊6✉❛-✐♦♥( ♦❢ ♠♦-✐♦♥ ❚❤❡&❡ ❡L✉❛#✐♦♥& ❛/❡ ✉&❡❞ #♦ ❝♦♠♣✉#❡ ♥❡✇ ♣♦&✐#✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✇

✈❡❧♦❝✐#② ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛❢#❡/ ♦♥❡ &✐♠✉❧❛#✐♦♥ #✐❝❦✳ ■♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡L✉❛#✐♦♥& t ❞❡♥♦#❡& #✐♠❡✱ v

❞❡♥♦#❡& ✈❡❧♦❝✐#② ✭✈❡❝#♦/✮ ❛♥❞ a ✐& ❛❝❝❡❧❡/❛#✐♦♥ ✭✈❡❝#♦/✮ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡✳

❈♦♠♣✉#❛#✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣♦&✐#✐♦♥ s✿

s = s0 + vt+
1

2
at2 ✭✸✳✶✮

✇❤❡/❡ s0 ✐& ✐♥✐#✐❛❧ ♣♦&✐#✐♦♥ ✭❞✐&#❛♥❝❡✮ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡✱ t ❞❡♥♦#❡& #✐♠❡✱ v ❞❡♥♦#❡& ✈❡❧♦❝✐#② ✭✈❡❝#♦/✮

❛♥❞ a ✐& ❛❝❝❡❧❡/❛#✐♦♥ ✭✈❡❝#♦/✮ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡✳

❈♦♠♣✉#❛#✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ✈❡❧♦❝✐#② v✿

v = v0 + at ✭✸✳✷✮

✇❤❡/❡ v0 ✐& ✐♥✐#✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐#② ✭✈❡❝#♦/✮ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡✱ t ❞❡♥♦#❡& #✐♠❡✱ v ❞❡♥♦#❡& ✈❡❧♦❝✐#② ✭✈❡❝#♦/✮

❛♥❞ a ✐& ❛❝❝❡❧❡/❛#✐♦♥ ✭✈❡❝#♦/✮ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡✳

❈♦❧❧✐(✐♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❋♦/ ❝♦❧❧✐&✐♦♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ #❤❡ ✢♦❛# ❝♦♦/❞✐♥❛#❡& ❛/❡ ✜/&# /♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞

#❤❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞ ❝❡❧❧✲❜②✲❝❡❧❧ ❢♦/ ❡✈❡/② ♣❛✐/ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡&✳

❚❤❡ ♠❡#❤♦❞ ♦❢ &❛♠♣❧✐♥❣ ✐& ✉&❡❞ #♦ ❝♦♠♣✉#❡ ❛❧❧ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❝❡❧❧& ♦❢ #❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❱❡❤✐❝❧❡

❝❛♥ ♦❝❝✉♣② ♠♦/❡ ♦/ ❧❡&& ❝❡❧❧& ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ❝✉//❡♥# ❛♥❣❧❡ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐#②

❛♥❞ ① ❛①✐&✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉&❡ ✸✳✷✿ ●&❛♣❤✐❝❛❧ &❡♣&❡2❡♥4❛4✐♦♥ ♦❢ ✭❛✮ ❛ ❝❛& ❛♥❞ ✭❜✮ ❛ ❜✉2

❱❡❤✐❝❧❡& ■♥ 4❤❡ 2✐♠✉❧❛4♦&✱ 4❤❡&❡ ❛&❡ 4✇♦ ❞✐✛❡&❡♥4 4②♣❡2 ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡2 ✲ ❛ ❝❛& ✭2❤♦✇♥ ♦♥

❋✐❣✉&❡ ✸✳✷❛✮✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉♣✐❡2 4✇♦ ❝❡❧❧2✱ ✇❤❡♥ ✐♥ ❤♦&✐③♦♥4❛❧ ♦& ✈❡&4✐❝❛❧ ♣♦2✐4✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❜✉2

✭♦♥ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✷❜✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 ❢♦✉& ❝❡❧❧2 ❧♦♥❣ ❛♥❞ ❤❛2 ❧♦✇❡& ♠❛①✐♠❛❧ ❛❝❝❡❧❡&❛4✐♦♥✳

❙✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❧♦♦♣ ❆ 2✐♠✉❧❛4✐♦♥ ❧♦♦♣ ✐2 4❤❡ ♠♦24 ✐♠♣♦&4❛♥4 ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ✐♥ ❡✈❡&② 2✐♠✉✲

❧❛4✐♦♥✳ ■♥ 4❤✐2 ❝&♦22&♦❛❞ 2✐♠✉❧❛4♦&✱ 4❤❡ 2✐♠✉❧❛4✐♦♥ ❧♦♦♣ ❧♦♦❦2 ❧✐❦❡ 4❤✐2✿

■❢ 4❤❡ 2❝❡♥❛&✐♦ ✐2 ♦✈❡&✱ ❡♥❞ 4❤❡ 2✐♠✉❧❛4✐♦♥✱ ♦4❤❡&✇✐2❡ ❣❡♥❡&❛4❡ ♥❡✇ ❱❡❤✐❝❧❡ ✭❛♥❞ ✐4✬2

❆❣❡♥)❉+✐✈❡+✮✱ ✐❢ ✐4✬2 4❤❡ &✐❣❤4 4✐♠❡ ✭✐❢ 2❝❡♥❛&✐♦✴&❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡&❛4♦& 4❡❧❧2 ✐4✮✳ ❚❤❡♥ ❢♦& ❡✈❡&②

❆❣❡♥)❉+✐✈❡+ ✐♥ 4❤❡ 2✐♠✉❧❛4✐♦♥ ❞♦✿

✶✳ ❈❤❡❝❦ ✐❢ 4❤❡ ❆❣❡♥)❉+✐✈❡+ ❤❛2♥✬4 &❡❛❝❤❡❞ ✐4✬2 ❣♦❛❧✳ ■❢ ✐4 ❤❛2✱ &❡♠♦✈❡ ✐4 ❢&♦♠ 4❤❡

2✐♠✉❧❛4✐♦♥✳

✷✳ ●❡4 ♥❡✇ ❆❝)✐♦♥ ❢&♦♠ ❆❣❡♥)❉+✐✈❡+ ❛♥❞ ✉♣❞❛4❡ ❝♦&&❡2♣♦♥❞✐♥❣ ❱❡❤✐❝❧❡▼♦❞❡❧✳

✸✳ ❈❤❡❝❦ ✐❢ 4❤❡ ❱❡❤✐❝❧❡▼♦❞❡❧ ✐2 24✐❧❧ ♦♥ ❝&♦22&♦❛❞✴♠❛♣✳ ■❢ ✐2♥✬4✱ &❡♠♦✈❡ ✐4 ❢&♦♠ 4❤❡

2✐♠✉❧❛4✐♦♥✳

▲♦♦❦ ❢♦& ❛❧❧ ❱❡❤✐❝❧❡▼♦❞❡❧2 ♦✉4 ♦❢ 4❤❡ &♦❛❞ ❛♥❞✴♦& ✐♥ ❝♦❧❧✐2✐♦♥2✳ ❯♣❞❛4❡ ✭&❡❞&❛✇✮ ●❯■✳

❙❧❡❡♣ 4❤❡ 2✐♠✉❧❛4✐♦♥ ❚❤+❡❛❞ ❢♦& ❛ ✇❤✐❧❡✱ 4❤❡♥ &❡♣❡❛4✳

▼♦&❡ ♠❛4❤❡♠❛4✐❝❛❧ ❞❡2❝&✐♣4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ 2✐♠✉❧❛4✐♦♥ ❧♦♦♣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆❧❣♦&✐4❤♠ ✸✳
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❆❧❣♦$✐&❤♠ ✸ ❙✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❧♦♦♣

✶✿ ❢♦$ ,❝❡♥❛/✐♦ ✐, ♥♦( ♦✈❡/ ❞♦

✷✿ ✐❢ newGeneratedNumber ❂ ✵ &❤❡♥

✸✿ ❣❡♥❡/❛(❡ ♥❡✇ ❱❡❤✐❝❧❡

✹✿ ❣❡♥❡/❛(❡ ✐(✬, ♥❡✇ ❆❣❡♥(❉/✐✈❡/

✺✿ ❡♥❞ ✐❢

✻✿ ❢♦$ ❛❧❧ ❆❣❡♥(❉/✐✈❡/ agentDriver ✐♥ agentDriverList ❞♦

✼✿ ✐❢ agentDriver /❡❛❝❤❡❞ ✐(✬, ❣♦❛❧ &❤❡♥

✽✿ /❡♠♦✈❡ agentDriver ❢/♦♠ ,✐♠✉❧❛(✐♦♥

✾✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✵✿ ❆❝(✐♦♥ action ❂ agentDriver✳/❡❛❝(✭vehicleModel✮

✶✶✿ vehicleModel✳✉♣❞❛(❡▼♦❞❡❧✭action✮

✶✷✿ ✐❢ vehicleModel ✐, ♥♦( ♦♥ ♠❛♣ &❤❡♥

✶✸✿ /❡♠♦✈❡ vehicleModel ❢/♦♠ ,✐♠✉❧❛(✐♦♥

✶✹✿ ❡♥❞ ✐❢

✶✺✿ ❡♥❞ ❢♦$

✶✻✿ ❧♦♦❦ ❢♦/ ❛❧❧ ❱❡❤✐❝❧❡▼♦❞❡❧, ♦✉( ♦❢ (❤❡ /♦❛❞ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦❧❧✐,✐♦♥,

✶✼✿ ✉♣❞❛(❡ ●❯■

✶✽✿ ,❧❡❡♣ ,✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❚❤/❡❛❞ ❢♦/ ✺✵ ♠,

✶✾✿ ❡♥❞ ❢♦$
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❊✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦+✐%❤♠.

■♥ "♣✐%❡ ♦❢ ♠② ❡✛♦,%✱ ■ ✉♥❢♦,%✉♥❛%❡❧② ❞✐❞ ♥♦% ♠❛♥❛❣❡ %♦ ❡✈❛❧✉❛%❡ ❜♦%❤ ♦❢ ❝♦❧❧✐"✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❛❧❣♦,✐%❤♠" ✐♥ %✐♠❡✳

■ "♦ ❢❛, ❤❛✈❡ ❡✈❛❧✉❛%❡❞ ♠② ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ,❡"❡,✈❛%✐♦♥✲❜❛"❡❞ ❛❧❣♦,✐%❤♠✳ ■% ✇♦,❦"

✇❡❧❧✱ ❜✉% ♦♥❧② ✇❤❡♥ %❤❡ %,❛✣❝ ✐" ,❡❧❛%✐✈❡❧② "♣❛,"❡✳ ■% ,❡♣♦,%" ❢❛✐❧✉,❡✱ ✇❤❡♥ %❤❡,❡ ❛,❡ %♦♦

♠❛♥② ✈❡❤✐❝❧❡" ✐♥ %❤❡ ✐♥%❡,"❡❝%✐♦♥✳

❆" ■ ❤❛✈❡ ❛❧,❡❛❞② ♠❡♥%✐♦♥❡❞✱ ■ ❞✐❞ ♥♦% ✜♥✐"❤ %❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ ■>>❈❆✳ ■% ✇❛" ❞✉❡

%♦ ❧❛❝❦ ♦❢ %✐♠❡ ❛♥❞ ❜✐❣ ❝♦♠♣❧❡①✐%② ♦❢ %❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥ %❛"❦✳ ❚❤✐" ✐♠♣❧✐❡" %❤❛% ■ ❝♦✉❧❞

♥♦% ❡✈❛❧✉❛%❡ %❤❡ ■>>❈❆ ❛❧❣♦,✐%❤♠✳

❇✉% ■ ❡①♣❡❝%✱ %❤❛% %❤❡ ✐%❡,❛%✐✈❡ ♣❡❡,✲%♦✲♣❡❡, ❝♦❧❧✐"✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛❧❣♦,✐%❤♠ ✇✐❧❧ ♣❡,❢♦,♠

%❤❡ ❝♦❧❧✐"✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❜❡%%❡, ✭♠❡❛♥✐♥❣ ✐% ✇♦✉❧❞ ❤❛❞ ❜✐❣❣❡, %❤,♦✉❣❤♣✉% ✐♥ %❤❡ ✐♥%❡,"❡❝✲

%✐♦♥✮ %❤❛♥ %❤❡ ,❡"❡,✈❛%✐♦♥✲❜❛"❡❞ ❛❧❣♦,✐%❤♠✱ %❤❛♥❦" %♦ ✐%" ✐♥❝,❡❛"❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ❛♥❞ %❤❡

✇✐❧❧✐♥❣♥❡"" %♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣,♦♠✐"❡ ❜❡%✇❡❡♥ ❛❣❡♥%✬" ♦✇♥ ❛♥❞ ♦%❤❡, ❛❣❡♥%" ❣♦❛❧"✳

✶✾
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❈♦♥❝❧✉&✐♦♥&

■♥ "❤✐% ❜❛❝❤❡❧♦, "❤❡%✐%✱ ■ %"✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❞❡%❝,✐❜❡❞ "❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛✉"♦♥♦♠♦✉% ❝♦❧❧✐%✐♦♥ ❛✈♦✐❞✲

❛♥❝❡ ❛" "❤❡ ✐♥"❡,%❡❝"✐♦♥✳ ■" ✐% ♦❜✈✐♦✉%✱ "❤❛" "❤❡ ❛✉"♦♥♦♠♦✉% ✈❡❤✐❝❧❡% ♣❛%%✐♥❣ "❤,♦✉❣❤ "❤❡

❝,♦%%,♦❛❞ ❝❛♥ ❜❡ ",❡❛"❡❞ ❛% ❛♥ ♠✉❧"✐✲❛❣❡♥" %②%"❡♠✳ ❊✈❡,② ✐♥"❡❧❧✐❣❡♥" ❛❣❡♥" ✐♥ ♠✉❧"✐✲❛❣❡♥"❡❞

%②%"❡♠ %❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ "❤❡%❡ "✇♦ ♣,♦♣❡,"✐❡% ✲ ✐" %❤♦✉❧❞ ❜❡ ,❛"✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛✉"♦♥♦♠♦✉%✳ ❈♦♠✲

♠✉♥✐❝❛"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ ❛❣❡♥"% ✐% ❛❧%♦ ❝,✉❝✐❛❧✱ "♦ ❜❡ ❛❜❧❡ "♦ ❛♣♣❧② %♦♣❤✐%"✐❝❛"❡❞ ❛❧❣♦,✐"❤♠%

❛♥❞ "♦ ❝♦♠❡ ❝❧♦%❡, "♦ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ "❤,♦✉❣❤♣✉" ✐♥ ✐♥"❡,%❡❝"✐♦♥✳ ❆✉"♦♥♦♠♦✉% ✈❡❤✐❝❧❡%✱ ✇❤❡♥

♠❛❞❡ ❜② ✇✐%❡ ❞❡%✐❣♥❡,✱ %❛"✐%✜❡% ❛❧❧ "❤❡%❡ ,❡=✉✐,❡♠❡♥"%✳ ▼♦,❡ ✐♥❢♦,♠❛"✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥

❈❤❛♣"❡,% ✷ ❛♥❞ ✸✳

❙❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ♦❢ "❤✐% "❤❡%✐% ✇❛% "♦ ❝,❡❛"❡ ❛❣❡♥"✲❜❛%❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡% ❛♥❞ ❝,♦%%✲

,♦❛❞%✳ ■ ❝,❡❛"❡❞ ❛ ❝,♦%%,♦❛❞ %✐♠✉❧❛"♦, "♦ ❜❡ ❛❜❧❡ "♦ %"✉❞② ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛"❡ "❤❡ ❝♦❧❧✐%✐♦♥

❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛❧❣♦,✐"❤♠%✳ ❚❤✐% ♠♦❞❡❧ ✇❛% "❤♦,♦✉❣❤❧② ❞❡%❝,✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣"❡, ✸✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥"✐♥❣ ❝♦❧❧✐%✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛❧❣♦,✐"❤♠ ✇❛% ✉♥❢♦,"✉♥❛"❡❧② ♥♦"

♠❡" ✐♥ ✐"% ❢✉❧❧ %❝♦♣❡✳ ■ ✐♠♣❧❡♠❡♥"❡❞ "❤❡ ,❡%❡,✈❛"✐♦♥✲❜❛%❡❞ ❛❧❣♦,✐"❤♠✱ ❜✉" ✐" %"✐❧❧ ❤❛% %♦♠❡
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