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Anotace

Registrace obrázků je důležitou disciplínou strojového vidění. V posledním desetiletí se za-

čaly prosazovat pro unimodální i multimodální registraci metody využívající jako kriterium

podobnosti mezi registrovanými obrázky vzájemnou informaci. Cílem práce je vyhodnotit

statistické vlastnosti a rychlost implementací vybraných estimátorů entropie a vzájemné in-

formace na datech různých dimenzionalit a pravděpodobnostních rozdělení. Jsou testovány

estimátory využívající histogramování, vylepšení histogramu Parzenovým oknem či formou

adaptivního binningu, estimátor založený na jádrovém odhadu hustoty pravděpodobnosti,

estimátor založený na nejbližších sousedech i modifikace tohoto estimátoru urychlující vy-

hledávání záměnou nejbližších sousedů za přibližné nejbližší sousedy. Dále jsou vyhodnoceny

vlastnosti estimátoru Rényi entropie z minimální kostry úplného grafu nad vzorky.

Abstract

Image registration is an important field of computer vision. In the last decade, methods using

mutual information between registrered images as their similarity criterion have been gaining

popularity. The aim of this work is to evaluate statistical properties and speed of certain en-

tropy and mutual information estimator implementations on data of various dimensionalities

and probability distributions. Among the estimators evaluated are: the histogram estima-

tor, in its classical form and with enhancements such as histogram smoothing and adaptive

binning, entropy and mutual information estimator based on kernel density estimation and

a nearest-neighbor based estimator and its faster modifications replacing nearest-neighbors

with approximate nearest-neighbors. Also, we assess statistical properties of an Renyi entropy

estimator based on the length of a minimum spanning tree spanning the samples.





Poděkování

Na tomto místě bych rád poděkoval všem, bez kterých by tato práce nemohla vzniknout.

Zejména chci poděkovat vedoucímu mé práce Dr. Ing. Janu Kybicovi za cenné připomínky.

Dále chci poděkovat osobám blízkým a rodině za trpělivost a podporu při studiu.



Obsah

1 Úvod 3

2 Základy registrace obrázků 4

2.1 Úvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 Formální definice registrace obrázků . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.3 Dílčí kroky procesu registrace obrázků . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.4 Taxonomie systémů pro registraci obrázků . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.4.1 Účel registrace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.4.2 Příznakový prostor algoritmu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.4.3 Množina prohledávaných transformací . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.4.4 Strategie prohledávání množiny transformačních funkcí . . . . . . . . . 11

2.4.5 Typ účelové funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3 Teorie informace, entropie a její odhad 15

3.1 Kořeny teorie informace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.2 Některé poznatky teorie informace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.2.1 Zdroj informace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2.2 Entropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.2.3 Vzájemná informace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.3 Odhady entropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.3.1 Plug-in odhad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.3.2 Odhad založený na nejbližších sousedech . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.3.3 Odhad založený na objemu buněk Voronoi diagramu . . . . . . . . . . 24

3.4 α-entropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4 Odhad hustoty pravděpodobnosti 26

4.1 Histogramování . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4.1.1 Vylepšení histogramu oknem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.1.2 Adaptivní histogramování . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1



4.2 Jádrový odhad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

5 Některé poznatky výpočetní geometrie 31

5.1 Vyhledávání nejbližších sousedů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

5.1.1 k -d stromy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5.2 Minimální kostra euklidovského grafu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

6 Implementace 37

6.1 Obecné informace o implementaci estimátorů, komunikace s vnějšími moduly . 37

6.2 Estimátor entropie a vzájemné informace s histogramováním . . . . . . . . . . 38

6.3 Estimátor entropie a vzájemné informace s histogramováním a vylepšením his-

togramu oknem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

6.4 Estimátor entropie a vzájemné informace s jádrovým odhadem . . . . . . . . . 40

6.5 Estimátor entropie a vzájemné informace s vyhledáváním nejbližších sousedů . 41

6.6 Estimátor α-entropie a vzájemné informace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

6.7 Estimátor vzájemné informace s adaptivním histogramováním . . . . . . . . . 43

7 Experimenty 45

7.1 Určení optimální velikosti listů k -d stromů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

7.2 Statistické vlastnosti, přesnost a rychlost estimátorů entropie . . . . . . . . . . 46

7.2.1 Odhad entropie normálního rozdělení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

7.2.2 Odhad α-entropie normálního rozdělení . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

7.2.3 Střední kvadratická chyba a doba výpočtu: srovnání estimátorů entropie

a α-entropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

7.2.4 Odhad entropie rovnoměrného rozdělení . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

7.2.5 Porovnání variant histogramových estimátorů pro odhad vzájemné in-

formace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

8 Závěr 110

Literatura 111

Přílohy 115

A Poznámky k implementaci 115

B Obsah přiloženého CD 121

2



Kapitola 1

Úvod

Cílem procesu registrace je nalézt transformaci, jež k sobě přiřadí odpovídající si body z

dvou podobných obrázků; výstupem registrace je pak funkce, mapující na sebe tyto body.

Registrování probíhá iterativně; jeden z obrázků je transformován funkcí, jež se každou iterací

více blíží skutečné funkci korespondence. Za účelem popisu kvality transformace a jejího

zvyšování v každém kroku je nutné definovat míru tuto kvalitu reflektující.

Při registraci často porovnávány podobné obrázky. Z tohoto důvodu se jeví logickou volba

podobnostních měr porovnávajících absolutní hodnoty jasu pixelů sobě odpovídajících jako

např. součet kvadrátů rozdílů či korelační koeficient. Tyto míry jsou však nevyhovující pro

registraci obrázků bez prosté závislosti jasů odpovídajících si pixelů. Na prosté závislosti není

omezena vzájemná informace, informačně teoretická veličina kvantifikující vzájemnou závis-

lost náhodných proměnných. Vzájemná informace je proto vhodná k registraci dat pochá-

zejících z různých modalit a v jiných případech nelineárních závislostí jasů korespondujících

oblastí.

Obrázky jsou soubory vzorků, jež pochází z určitého neznámého pravděpodobnostního

rozdělení. Z důvodu neznalosti tohoto rozdělení není možné počítat vzájemnou informaci

analyticky. Existuje však řada postupů jak skutečnou hodnotu vzájemné informace odhadnout

na základě vzorků obsažených v obrázku. V této práci jsou shrnuty výsledky experimentů

s implementacemi vybraných estimátorů entropie a vzájemné informace. Testujeme jejich

přesnost, odchylky od skutečných hodnot a rychlost na různých rozděleních vstupních dat.

Estimátory byly napsány v jazyce C s ohledem na jednoduchost jejich integrace do jiných

programů.
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Kapitola 2

Základy registrace obrázků

2.1 Úvod

Registrace obrázků je jedním ze základních problémů strojového zpracování obrazové infor-

mace a je jednou z rychleji se vyvíjejících disciplín počítačového vidění. V mnoha úlohách

se často setkáváme s nutností porovnat množinu obrázků, zjistit rozdíly mezi nimi či naopak

nalézt podobné rysy, kvantifikovat míru odlišnosti, zjistit přítomnost určitého modelovaného

objektu ve scéně či jej v této scéně lokalizovat. Tato úloha byla v minulosti z důvodu ne-

dostatečného rozvoje výpočetní techniky možná pouze využitím práce operátora; strojová

registrace obrázků je výsledkem úsilí převést řešení těchto úloh do výpočetní domény.

Registrace obrázků se uplatní v úloze rekonstrukce prostorového tvaru tělesa z odlišných fo-

tografií; je třeba identifikovat korespondující body, aby bylo možno získat informaci o hloubce

[17]. Díky registraci je umožněno skládání snímků do panoramatického záběru; zde je třeba

určit změnu úhlu kamery mezi dílčími záběry [10]. Usnadňuje analýzu pohybu; není třeba

detekovat hledaný objekt v každém snímku zvlášť, stačí vyhodnotit změny mezi snímky a tak

získat informaci o rychlosti sledovaného objektu [43]. Registrace se také využívá při tvorbě

obrázků se zvýšeným rozlišením (superresolution images), kdy mírnou změnou úhlu snímání

získáme informaci o bodech, nacházejících se mimo pravoúhlou mřížku některého z předcho-

zích záběrů [40]. Širokou oblast využití poskytují geografické informační systémy. Informace

z mnoha satelitních snímků mohou být sloučeny do jedné vrstvy a dále kombinovány s jinými

než obrazovými daty [9, 44].

Systémy pro registraci obrázků jsou v současnosti široce využívány v mnoha aplikacích

biomedicínského zobrazování; uplatní se při plánování i výkonu mnohých lékařských postupů.

Pacienti během svého průchodu lékařskou péčí obvykle podstupují mnoho rozdílných anato-

mických i funkčních vyšetření, informace získané těmito postupy jsou obvykle komplementár-

ního charakteru. Kombinací dat z různých zobrazovacích metod (např. výpočetní tomografie

4



Obrázek 2.1: Příklad registrace obrázků: dvojice podobných obrázků před (vlevo) a po regis-

traci (vpravo) v šachovnicovém zobrazení. Data k dispozici na stránkách The Stanford volume

data archive, <http://graphics.stanford.edu/data/voldata/>.

s magnetickou rezonancí aj.) je možné získat úplnější informaci o vyšetřovaném [25]. Čas-

tou aplikací je rovněž porovnání získaných dat s určitým standardem. Popis anatomickych

struktur usnadňuje jejich registrace vůči „průměrnýmÿ instancím s definovaným souřadným

systémem (Talairachův atlas [37]). Častou aplikací je též porovnávání dat získaných s časovým

odstupem (pooperační analýza, monitorování změn tkání aj.).

2.2 Formální definice registrace obrázků

Mějme dva obrázky, zobrazující stejný či podobný objekt p(xr) (referenční obrázek, template)

a q(xt) (testovací obrázek, object). Pak registrací obrazu (image registration) nazýváme proces

hledání funkce f

xr = f(xt). (2.1)

Funkce f z rovnice (2.1) přířazuje každému bodu z obrázku q(xt) odpovídající bod z obrázku

p(xr). Funkci f nazýváme funkcí korespondence (correspondence function).

Funkce f je vektorovou funkcí; lze na ní nahlížet jako na transformaci souřadného systému.

Je-li xr = (u, v) a xt = (x, y), pak pro jednotlivé složky vektoru xr platí vztah

u = fx(x, y)

v = fy(x, y). (2.2)
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Referenční obrázek

Extrakce příznakůExtrakce příznaků

Testovací obrázek

Výpočet
korespondenční funkce

Transformace

Transformovaný

testovacího obrázku

testovací obrázek

Obrázek 2.2: Blokové schema systému pro registraci obrazu.

2.3 Dílčí kroky procesu registrace obrázků

V současnosti neexistuje univerzální architektura systému pro registraci použitelná ve všech

aplikacích. Při návrhu systému pro registraci je nutné brát ohled na předpokládanou oblast

užití. I přes odlišnosti lze však rozložit většinu metod registrace v následující kroky:

• Extrakce příznaků z dat Z obrázků jsou získány množiny příznaků, které jsou v násle-

dujících fázích procesu srovnávány. Může se jednat o vyznačné body, křivky či oblasti.

• Vyhledání korespondujících příznaků. V referenčním a testovacím obrázku jsou hledány

odpovídající si příznaky.

• Vypočet korespondenční funkce. Tato funkce je hledána prohledáváním prostoru trans-

formačních funkcí, který určuje množinu přípustných transformací. Kritériem kvality

transformačních funkcí je účelová funkce; registrační algoritmus usiluje o nalezení glo-

bálního maxima této funkce. S vyloučením marginálních případů, u nichž lze korespon-

denční funkci určit v jediném kroku přímým výpočtem, je registrace obrazu iterativní

proces. V dobře definovaném registračním systému se v každé iteraci zvyšuje hodnota

účelové funkce - aktuální transformační funkce se blíží funkci korespondence.

• Transformace testovacího obrázku. Testovací obrázek je transformován podle korespon-

denční funkce.
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2.4 Taxonomie systémů pro registraci obrázků

Registrace obrazu je složitá úloha; každý systém pro registraci musí být navržen s ohledem na

předpokládanou aplikaci a na základě apriorních znalostí dat. Této aplikaci je přizpůsobena

volba každé z komponent systému. Podle volby některé z těchto komponent či účelu registrace

je možné systémy pro registraci rozčlenit do kategorií; klasifikačními kritérii tedy mohou být:

• Účel registrace

• Příznakový prostor algoritmu (feature space)

• Množina prohledávaných transformací (warp space, search space, model)

• Strategie prohledávání (search strategy)

• Účelová funkce (cost function)

2.4.1 Účel registrace

Jedním z kritérií klasifikace systémů pro registraci obrázků jsou třídy, do kterých spadá oblast

jejich aplikace. Systémy pro registraci pak dělíme na systémy pro registraci dat pořízených z

různých úhlů (multiview analysis), pořízených v rozdílný čas (multitemporal analysis), různými

senzory (multimodal analysis) a na systémy umisťující model objektu do scény [44, 22].

Data pořízena z odlišných úhlů pohledu

Cílem registrace dat pořízených z odlišných úhlů pohledu bývá obraz získaný fůzí dílčích ob-

rázků či získání (úplnější) trojrozměrné reprezentace reality. Častou úlohou je extrakce troj-

rozměrného modelu objeku z fotografií („3D from stereoÿ ) nebo mozaikové skládání leteckých

snímků [13].

Data pořízená v odlišný čas

Cílem této registrace je vyhodnotit změny snímané scény v čase. Příkladem může být lékařské

zobrazování (porovnání pre- a post-iktálních SPECT snímků, monitoring růstu tkání [25])

nebo systém pro sledování pohybu.

Data odlišných modalit

Účelem registrace dat různých modalit je získat úplnější a detailnější informaci o snímaném

objektu. Registrace dat různých modalit je častá u lékařského zobrazování. Příkladem je

fůze dat získaných ultrazvukovým snímáním, PET, SPECT, vypočetní tomografií (CT) či

magnetickou rezonancí (MRI) [25]. Příklad multimodálních dat je na Obr. 2.3.
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Obrázek 2.3: Příklad dat odlišných modalit. MR (vlevo) a PET (vpravo) obraz řezu hlavou.

Převzato z The Whole Brain Atlas, <http://www.med.harvard.edu/AANLIB/home.html>.

Registrace scény a modelu objektu

Účelem registrace scény a modelu objektu je lokalizovat model v obrázku či nalézt instanci

modelu podobnou „průměrnéÿ instanci a vyhodnotit změny. Registrace scény a modelu je

využíváno v průmyslu při optickém hodnocení kvality, při klasifikaci do tříd či v lékařství při

porovnávání nasnímaných dat s anatomickými atlasy.

2.4.2 Příznakový prostor algoritmu

Extrakce příznaků z obrázků nahrazuje výběr význačných bodů odborníkem při ruční re-

gistraci. Pro strojovou registraci obrázků je třeba definovat takový postup získání příznaků,

který minimalizuje množství příznaků beze svého protějšku v druhém registrovaném obrázku.

Algoritmy založené na význačných prvcích

Algoritmy založené na význačných prvcích (landmark-based algorithms) využívají výskytu

snadno zjistitelných prvků v referenčním i testovacím obrázku. Mohou to být význačné plo-

chy (extremální oblasti), křívky (hranice oblastí) či body (protnutí křivek, body na křivce

s malým poloměrem křivosti, body nalezené Harrisovým detektorem). V obrázcích je nutno

před registrací identifikovat korespondující páry příznaků; jako kritérium mohou sloužit např.

jejich plošné uspořádání či hodnoty jasu sousedních pixelů. Tuto třídu algoritmů nelze použít,

pokud jsou vyznačné struktury obtížně identifikovatelné nebo mezi registrovanými obrázky

nekonzistentní.
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Plošné algoritmy

Plošné (area-based) algoritmy z obrázku neextrahují z dat význačné struktury; příznakový

prostor tvoří pixely obrázku, rozložené na pravoúhlé mřížce. Při transformaci takové mřížky v

jednotlivých iteracích výpočtu korespondenční funkce však nastává situace, kdy polohy bodů

transformovaného obrázku neodpovídají polohám na pravoúhlé mřížce; je nutno užít některé

z interpolačních metod.

Algoritmy založené na vlastnostech integrálních transformací

Algoritmy založené na vlastnostech integrálních transformací využívají k registraci vlastností

Fourierovy, waveletové a jiných integrálních transformací.

Fourierovské metody Registrace pomocí Fourierovy transformace využívá skutečnosti, že

u většiny jednoduchých geometrických transformací obrázku lze snadno identifikovat jejich

protějšek ve frekvenční oblasti. Tyto metody jsou robustní vůči frekvenčně závislému šumu.

Lze je však užít pouze pro rigidní registraci (viz níže). Jednoduchá metoda identifikující

posunutí v obrazové oblasti ze změny fáze spektra ve frekvenční oblasti byla navržena C. D.

Kuglinem a D. C. Hinesem [21]

2.4.3 Množina prohledávaných transformací

Volba množiny prohledávaných transformací (modelu) je především určena apriorní znalostí o

vlastnostech obrázků, které chceme systémem registrovat. Volba některého z možných modelů

je kompromisem mezi množstvím hledaných parametrů a obecností možných řešení. Obecnější

model také mnohdy vyžaduje sofistikovanější prohledávací strategii. Hierarchie modelů je

znázorněna na Obr. 3.1.

Globální modely

Mezi globální modely patří modely založené na rigidních transformacích a perspektivní trans-

formaci. Nejjednodušším modelem této třídy je translace, dále sem patří podobnostní, afinní

a perspektivní transformace. Rigidní transformace jsou definovány jako

xr = A(xt) + v, (2.3)

kde ortogonální matice A je lineární a vektor v translační komponenta transformace. Velmi

obecným globálním modelem je perspektivní transformace. Umožňuje plně popsat deformace,

které jsou kombinací posuvu, otočení, změny měřítka, zkosení a perspektivního zkreslení.

Lineární modely nejsou schopny modelovat lokální deformace. Výhodou těchto algoritmů

je malý počet hledaných parametrů.
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Semilokální modely

Množina semilokálních modelů obsahuje modely schopné popsat lokální deformace. Obvykle

se jedná o globální modely s přidaným nelineárním členem. Nerigidní modely lze dále dělit

podle typu nelineárního členu.

Radiální funkce Modely využívající radiálních funkcí (radial-basis functions, RBF) k po-

lynomům popisujícím globální deformaci přidávají lineární kombinaci rotačně symetrických

funkcí. Transformované souřadnice u, v lze zapsat jako

u = pu(x, y) +
N∑

i=1

wig(x,xi)

v = pv(x, y) +
N∑

i=1

wig(x,xi) (2.4)

kde pu(x, y) a pv(x, y) jsou polynomy popisující globální deformaci, g(x,xi) i−tá rotačně

symetrická funkce a wi parametry určující váhu příslušných funkcí. Označení radiální funkce

vystihuje jejich důležitou vlastnost, a sice že funkční hodnota radiální funkce závisí pouze na

vzdálenosti bodu z definičního oboru funkce (x) od zvoleného charakteristického bodu funkce

(xi). Často užívané RBF funkce jsou thin-plate funkce [44], u kterých nabývá nelineární člen

v případě plošné registrace tvaru

g(x,xi) = ‖x− xi‖
2 ln(‖x− xi‖). (2.5)

Elastické modely

Elastické modely jsou množinou transformačních funkcí, jež je natolik obecná, že je schopna

reprezentovat téměř libovolnou nelineární korespondenční funkci f(xt). Deformace obrázku

je modelována jako dvourozměrné pružné prostředí s definovanými vlastnostmi (pružnost,

pevnost).

B-spliny Oblíbené elastické modely deformace jsou modely založené na B-splinech. B-spline

je křivka složená z většího počtu dílčích polynomiálních křivek, spojených v uzlech (knots).

Pro B-spline řádu n je každá část polynom βn řádu n určený polohou uzlů a n−1 podmínkami

pro {1 . . . n − 1}-tou derivaci v uzlech. Pro výsledný B-spline s(x) platí (pro jednorozměrný

případ)

s(x) =
∑

c(i)βn(x − i), (2.6)

kde c(i) jsou parametry modelu (koeficienty B-splinů). Dílčí polynomiální funkce jsou de-

finovány jako (n + 1)-tá konvoluce dílčí polynomiální funkce řádu n s obdélníkovou funkcí
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Elastické modely

Globální modely

Semilokální modely

Rigidní trans.

Lineární
transform. Translace

Perspektivní
transf.

Obrázek 2.4: Hierarchie množin modelů transformačních funkcí.

β0:

β0(x) =





1 −1
1

< x < 1
2

1
2

x = ±1
2

0 jinde

βn+1 = βn ∗ β0 (2.7)

B-spliny mají několik výhodných vlastností:

• Každý dílčí polynom je určen pouze podmínkami v několika sousedních uzlech → rych-

lost výpočtu

• Interpolaci lze realizovat filtrováním IIR filtrem

• n-rozměrnou filtraci lze rozložit na n jednorozměrných filtrací

2.4.4 Strategie prohledávání množiny transformačních funkcí

Přímý výpočet transformace

V určitých případech, pokud lze spočítat parametry extrému účelové funkce přímým výpo-

čtem, jsme schopni zjistit podobu funkce korespondence v jediném kroku.

Prohledávání prostoru transformací hrubou silou

Je-li prostor transformací dostatečně malý, lze nalézt funkci korespondence prohledáváním

prostoru transformací hrubou silou výpočtem účelové funkce pro všechny přípustné hodnoty

parametrů modelu.
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Optimalizace

Při optimalizačním přístupu hledáme maximum účelové funkce optimalizačními metodami.

Hledáme takovou transformační funkci f , pro kterou účelová funkce C(f) dosahuje svého

globálního maxima Cm = argmaxf C(f). Patří sem metody 1. řádu a metody 2. řádu.

Metody 1. řádu Často užívanými optimalizačními metodami jsou metody 1. řádu (gradi-

entní metody). Tyto metody hledají maximum účelové pohybem pracovního bodu proti směru

jejího největšího spádu. Je-li p = (p1, . . . , pn) vektor n parametrů transformačního modelu,

pak je gradient účelové funkce ∇C(p) definován

∇C(p) =

(
∂C

∂p1
, . . . ,

∂C

∂p1

)
. (2.8)

Soustava parciálních diferenciálních rovnic

Lze sestavit soustavu parciálních diferenciálních rovnic tak, aby korespondenční funkce byla

jejím ustáleným řešením. Soustavy parciálních diferenciálních rovnic lze řešit metodou koneč-

ných prvků, metodou konečných diferencí a jinými metodami.

Jiné metody

K hledání korespondenční funkce lze dále užít: dynamické programování, genetické programo-

vání, prohledávání množiny transformačních funkcí hrubou silou s využitím heuristik a další

metody.

2.4.5 Typ účelové funkce

Účelová funkce je volena tak, aby postihla optimalitu nalezené transformace z hlediska po-

dobnosti transformovaného referenčního a testovacího obrázku a realističnosti transformace;

hledané korespondenční funkci odpovídá globální maximum účelové funkce. Účelová funkce

je funkcí parametrů zvoleného transformačního modelu; je definována jako

C(f , p, q) = S(f , p, q) +R(f , p, q) (2.9)

kde S(f , p, q) je míra podobnosti a R(f , p, q) regularizační člen účelové funkce. Míra podob-

nosti popisuje, nakolik si jsou dva obrázky podobné. Volba míry podobnosti závisí na aprior-

ních znalostech o registrovaných obrázcích. Při registraci algoritmy založenými na význačných

prvcích může být mírou podobnosti například součet vzdáleností korespondujících význačných

prvků. Oblíbenými mírami podobnosti pro plošné metody jsou součet čtverců rozdílů (SSD),
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korelační koeficient (C) a vzájemná informace (I). Regularizační člen účelové funkce znevý-

hodňuje nerealistické a nepravděpodobné transformace. Uvažováním tohoto členu dosáhneme

dobře podmíněného a stabilního algoritmu, můžeme však také do optimalizace zakomponovat

apriorní znalost o datech [29].

Součet čtverců rozdílů

Negativní součet čtverců rozdílů intenzit pixelů mezi obrázky je jednoduchá, rychlá a robustní

podobnostní míra. Nelze ji však užít při registraci multimodálních dat; při užití této míry

podobnosti předpokládáme, že senzor reaguje stejným způsobem na testovací i referenční

obrázek a že intenzitní hodnoty odpovídajících si míst se liší pouze šumem. Pro dvojici obrázků

p(xr) a q(f(xt)) je definována jako

SSD(f , p, q) = −
∑

i,j

(
q(f(i, j))− p(i, j)

)2
. (2.10)

Korelační koeficient

Korelační koeficient popisuje míru lineární závislosti mezi dvěma náhodnými ději. Platí pro

něj

C(f , p, q) =

∑
i,j

(
q(f(i, j))− q

)(
p(i, j)− p

)

√
∑
i,j

(
q(f(i, j))− q

)2∑
i,j

(
p(i, j)− p)

)2 (2.11)

kde q a p jsou průměrné hodnoty intenzity obrázků q(f(xt)) a p(xr). Korelační koeficient

nabývá hodnot z intervalu 〈−1; 1〉. Pro totožné obrázky je roven 1, pro navzájem inverzní

obrázky −1. Pokud jsou hodnoty intenzit pixelů realizacemi nezávislých náhodných procesů,

je očekávání jeho střední hodnoty rovno 0.

Vzájemná informace

Vzájemná informace je nejrozšířenější mírou podobnosti užívanou při registraci multimodál-

ních obrázků; bývá proto často užívána pro registraci v lékařském zobrazování. Vzájemná

informace je mírou statistické závislosti dvou náhodných dějů; pro dvě diskrétní náhodné

veličiny X a Y je definována

I(X, Y ) =
∑

xi∈X

∑

yj∈Y

P (xi, yj) log
P (xi, yj)

P (xi)P (yj)
(2.12)

kde P (xi, yj) je sdružená hustota pravděpodobnosti a P (xi) a P (yj) marginální hustoty prav-

děpodobností hodnot, kterých nabývají příslušné veličiny. Vzájemnou informaci lze vyjádřit
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pomocí entropií H(X), H(Y ) a sdružené entropie H(X, Y ) jako

I(X, Y ) = H(X)− H(X|Y )

= H(Y )− H(X) +H(X, Y ). (2.13)

Tohoto vztahu se obvykle užívá pro výpočet vzájemné informace na základě odhadů entropií.

Registrované obrázky jsou v tomto smyslu realizacemi náhodných procesů X a Y .

Jedna z prvních prací navrhující užití vzájemné informace pro registraci je [42]. Autoři

demonstrovali navržený postup registrací MRI obrázků a modelu objektu ve scéně.
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Kapitola 3

Teorie informace, entropie a její odhad

3.1 Kořeny teorie informace

V první polovině 20. století již byly k dispozici poměrně pokročilé metody umožňující přenos

informace (bezdrátová telegrafie, televizní přenos, frekvenční modulace, rozprozstřené spek-

trum, PCM kód, vokodér aj.). Většina však byla výsledkem inženýrského úsilí a málo z těchto

metod se opíralo o rozsáhlejší teoretický základ, ačkoliv mnohé implicitně užívaly některé

poznatky teorie informace jako důsledek intuice (např. kratší reprezentace frekventovaných

znaků anglického jazyka v Morseově kódu).

Za zakladatele teorie informace je považován Claude Shannon, jeho práce však přímo

navazuje na poznatky H. Nyquista a R. Hartleye z dvacátých let 20. století. Nyquist [30]

uvádí dva faktory ovlivňující rychlost přenosu telegrafních informací (intelligence rate):

1. Fyzická realizace telegrafního systému (konstrukce terminálu, parametry kabelu, úroveň

signálu), určující horní mez přenášených frekvencí. Tento faktor byl všeobecně známý a

hledala se nová řešení pro vylepšování přenosových charakteristik systémů.

2. Reprezentace zprávy v signálu. Telegrafisté tradičně užívali Morseova kódu, jehož defi-

nice zhruba respektuje frekvenci znaků anglického jazyka.

Nyquist uvádí vztah pro horní mez informace přenositelné telegrafem za časovou jednotku;

platí

W = K lnm (3.1)

kde W je množství přenesené informace telegrafu, m množství proudových úrovní telegrafu

a K konstanta. Také zmiňuje možnost zvýšení rychlosti přenosu informací při reprezentaci

zprávy „optimálním kódemÿ.

R. Hartley ve své práci [15] rozvíjí podobné myšlenky jako H. Nyquist. Hartley zdůrazňuje,

že informační kapacita vedení závisí pouze na schopnosti příjemce rozlišit v každém kroku

15



mezi možnými sekvenceni symbolů zvolených na opačném konci vedení a nikoliv na významu

této informace. Hartley hledal veličinu, která bude pro abecedy velikostí s1, s2 a pro délky

zpráv n1, n2 stejná, pokud sn1
1 = sn2

2 , dále která bude stoupat s počtem možných zpráv a

která bude nulová pro minimální abecedu. To jej vedlo k závěru, že míra informace musí mít

logaritmický tvar. Zobecňuje vztah (3.1); pro zprávu o n symbolech nad abecedou velikosti s

pak pro množství přenesené informace H platí

H = ln sn. (3.2)

Veličina H je nazývána Hartleyova míra informace; vyjadřuje množství získané informace při

přijmu zprávy délky n. Množství informace je úměrné délce zprávy a její logaritmus je úměrný

velikosti abecedy. Nevýhodou Hartleyovy míry je, že předpokládá stejné relativní frekvence

všech znaků abecedy, což nebývá zaručeno.

3.2 Některé poznatky teorie informace

Shannon se ve své práci úspěšně pokusil sestavit teorii umožňující pochopení a modelování

telekomunikačních systémů. Rozpracoval její základy v prubehu 40. let a své výsledky zveřejnil

v průlomovém článku A Mathematical Theory of Communication zveřejněném v periodiku

Bellových laboratoří roku 1948 [36]. Shannon definuje model systémů pro přenos informace

sestávající z následujících součástí (Obr. 3.1):

• Zdroj informace generuje zprávu, určenou k přenosu. Může se jednat o záznam hlasu

účastníka telefonního hovoru či posloupnost písmen psané zprávy.

• Kodér ze zprávy generuje signál, který lze přenést zvoleným médiem. Akustický tlak

je převeden na velikost proudu, psaná zpráva je reprezentována posloupností teček a

čárek.

• Vedení je médium sloužící k přenosu signálu generovaného kodérem.

• Dekodér ze signálu rekonstruuje původní zprávu. Dekodér provádí inverzní operaci k

činnosti kodéru.

• Cíl je entita které je zpráva určena.

Pokračování Shannonova článku lze rozdělit na dvě části; v první se zabývá uchopením pojmu

informace a modelováním zdrojů informace. Zavádí pojem informační entropie a zabývá se

modelováním přenosu informace po nezašuměném kanálu. Ve druhé části se věnuje přenosu

informace zašuměným vedením a důsledky nedokonalosti přenosového kanálu.
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Obrázek 3.1: Schema systému pro přenos informace.

3.2.1 Zdroj informace

Zdroj informace je matematický model objektu produkujícího posloupnost symbolů - výstupů.

Množina všech možných výstupů se nazývá abeceda. Výstup zdroje informace je náhodný - ze

znalosti výstupů do určitého okamžiku v čase nelze jednoznačně zjistit jejich budoucí průběh.

Výstup zdroje informace lze modelovat pomocí pravděpodobnostního modelu jako náhodnou

veličinu.

Pravděpodobnostní model

Pravděpodobnostní model je definován množinou X = {x1 . . . xn} navzájem se vylučujících

elementárních jevů a funkcí

P (A) : A → 〈0; 1〉 (3.3)

kde A (jev) je libovolně zvolená podmnožina množiny elementárních jevů A ⊂ X. Funkce P

přiřazuje množině A reálné číslo z intervalu 〈0; 1〉 vyjadřující relativní četnost jevu A. Funkce

P je pravděpodobnostní míra (pravděpodobnost) jevu A. Pro pravděpodobnostní míru platí

normalizační podmínky ∑

xi∈X

P (xi) = 1,

P (A) ≥ 0 pro všechna A ⊂ X.

Náhodnou veličinou pak je zobrazení

N : X → R (3.4)

přiřazující každému elementárnímu jevu xi ∈ X reálné číslo.

Sdružená a podmíněná pravděpodobnost jevů

V přirozeném jazyce se některé skupiny znaků vyskytují s odlišnou frekvencí od jiných skupin

a znalost předchozího znaku nám může něco říci o znaku následujícím - například v češtině po

samohlásce obvykle následuje souhláska. V obrázku bývají podobně jasné pixely často blizko
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u sebe. Vzájemné vztahy více náhodných veličin nám umožňuje popsat aparát podmíněné a

sdružené pravděpodobnosti.

Sdružená pravděpodobnost jevů A ⊂ X = {a1 . . . an} a B ⊂ Y = {b1 . . . bm} P (A, B)

vyjadřuje relativní četnost pokusů, jejichž výsledkem jsou jevy A a B. Sdružená pravděpo-

dobnost v sobě obsahuje veškerou informaci o dílčích pravděpodobnostech jevů A a B. Tyto

marginální pravděpodobnosti lze spočítat

P (A) =
n∑

i=1

P (A, bi),

P (B) =
m∑

i=1

P (B, ai).
(3.5)

Pokud jsou jevy A a B vzájemně nezávislé, platí

P (A, B) = P (A)P (B). (3.6)

Podmíněná pravděpodobnost P (A|B) je definovaná jako pravděpodobnost jevu A pokud s

jistotou víme že jev B nastal. Platí

P (A|B) =
P (A, B)
P (B)

. (3.7)

3.2.2 Entropie

Entropie je jednou z číselných charakteristik náhodných veličin. Entropie je funkcí pravděpo-

dobností elementárních jevů H(P1, P2 . . . Pn) splňující následující podmínky:

1. Je spojitou funkcí pravděpodobností na intervalu 〈0; 1〉

2. Záměna libovolných dvou argumentů funkce H nezmění její hodnotu

3. Pokud lze elementární jev x1 s pravděpodobností P1 rozložit na dva dílčí elementární

jevy x′
1, x′′

1 s pravděpodobnostmi výskytu P ′
1 a P ′′

1 (zjemnění množiny elementárních

jevů), pak musí platit

H(P ′
1, P

′′
1 , P2 . . . Pn) = H(P1, P2 . . . Pn) + P1H

(P ′
1

P1
,
P ′′
1

P1

)
. (3.8)

Lze ukázat, že výše zmíněným podmínkám vyhovuje pouze funkce tvaru−K
∑n

i=1 P (xi) lnP (xi)

kde K je libovolná nezáporná konstanta. Entropie na množině jevů X = {x1 . . . xn} je tedy

definována

H(X) = −
∑

xi∈X

P (xi) lnP (xi). (3.9)

Entropie má několik vlastností, z nichž některé odpovídají intuitivním požadavkům kladeným

na informační míru:

18



1. H = 0 pokud Pi všech elementárních jevů mimo jednoho jsou rovny nule.

2. Pro n elementárních jevů H nabývá maxima pokud Pi = 1
n
pro i = 1 . . . n.

3. Sdružená entropie H(X, Y ) množin elementárních jevůX = {x1 . . . xn} a Y = {y1 . . . ym}

je entropie na kartézském součinu množin (X, Y ), tedy

H(X, Y ) = −
∑

xi∈X

∑

yj∈Y

P (xi, yj) lnP (xi, yj), (3.10)

kde P (xi, yj) je sdružená pravděpodobnost jevů xi a yj. Marginální entropie podle mno-

žin X a Y získáme

H(X) = −
∑

xi∈X

(∑

yj∈Y

P (xi, yj)
)
ln
∑

yj∈Y

P (xi, yj),

H(Y ) = −
∑

yj∈Y

( ∑

xi∈X

P (xi, yj)
)
ln
∑

xi∈X

P (xi, yj).
(3.11)

Porovnáním rovnic (3.10) a (3.11) získáme vztah

H(X, Y ) ≤ H(X) +H(Y ) (3.12)

s rovností, pokud platí P (xi, yj) = P (xi)P (yj) pro i = 1 . . . n, j = 1 . . .m.

4. Entropii jevu X za předpokladu že nastal jev yj lze vyjádřit

H(X|yj) = −
∑

xi∈X

P (xi|yi) lnP (xi|yi). (3.13)

Pak střední hodnota entropií H(X|yj) pro j = 1 . . .m

H(X|Y ) = −
∑

yj∈Y

P (yj)H(X|yj)

= −
∑

xi∈X

∑

yj∈Y

P (xi, yj) ln
P (xi, yj)
P (yj)

(3.14)

se nazývá podmíněná entropie množiny X na množině Y . Z porovnání (3.14) a (3.9)

vyplývá, že podmíněnou entropii lze zapsat jako

H(X|Y ) = H(X, Y )− H(Y ). (3.15)

5. Z porovnání vztahů (3.11), (3.14) a z principu symetrie vyplývá

H(X) ≥ H(X|Y ),

H(Y ) ≥ H(Y |X)
(3.16)

s rovností pokud jsou X a Y nezávislé.
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Zobecněním vztahu (3.9) na spojitá rozdělení je možno popsat diferenciální entropii spo-

jité náhodné veličiny. Diferenciální entropie náhodné veličiny X je dána

Hc(X) =
∫ ∞

−∞

f(x) ln f(x)dx (3.17)

kde f(x) je hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny X. Narozdíl od entropie diskrétního

rozdělení může diferenciální entropie nabývat záporných hodnot. Ve spojité verzi je entropie

relativní mírou neurčitosti vzhledem ke zvolenému systému souřadnic. Pro spojitou entropii

platí obdobné vztahy jako pro entropii diskrétní. V praxi odhadujeme spojitou entropii hustoty

pravděpodobnosti pomocí diskrétní entropie, více viz kap. 4.

Interpretace

Informační entropii zavedl C. Shannon za účelem popisu chování zdroje informace. Entropie

je mírou neurčitosti před přijetím symbolu zprávy; čím více neurčitosti připadá zdroji, tím

těžší je symboly předvídat, tj. tím více informace získáme po obdržení symbolu. Entropie je

mírou šíře pravděpodobnostního rozdělení; u rozdělení s několika úzkými dominujícími peaky

je nižší než pro široká rozdělení.

Pro zdroj s degenerovaným pravděpodobnostním rozdělením symbolů na výstupu je entro-

pie nulová (bod 1). Neexistuje neurčitost co se následujících symbolů týče, tudíž jejich příjímá-

ním nezískáváme žádnou informaci. Pro zdroje s rovnoměrným rozdělením pravděpodobnosti

symbolů (bod 2) je neurčitost maximální; žádný symbol není pravděpodobnější než jiné. Zá-

vislost hodnoty informační entropie na hodnotách pravděpodobností elementárních jevů lze

ilustrovat na Bernoulliho pokusu. Bernoulliho pokus je náhodná veličina, která může nabývat

pouze dvou hodnot x1 a x2 s pravděpodobnostmi P (X = x1) a P (X = x2) = 1−P (X = x1).

Průběh hodnoty informační entropie Bernoulliho pokusu v závislosti na P (X = x1) je zná-

zorněn na Obr. 3.2.

Rovnice (3.12) tvrdí, že entropie složeného jevu není větší než součet entropií dílčích jevů;

dílčí jev v mezním případě neobsahuje žádnou informaci o druhém dílčím jevu. Názorněj-

ším vyjádřením téže myšlenky jsou rovnice (3.16). Pokud nastal jev X, nejistota o jevu Y

nevzroste; informace není záporná.

3.2.3 Vzájemná informace

NechťX = {x1 . . . xn}, Y = {y1 . . . ym} jsou množiny elementárních jevů. Vzájemná informace

(mutual information) množin X a Y je definována jako

I(X, Y ) = H(X)− H(X|Y ). (3.18)
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Obrázek 3.2: Entropie Bernoulliho pokusu v závislosti na pravděpodobnosti jednoho z vý-

sledků. Entropie nabývá maxima pro P (X = x1) = P (X = x2), tj. pro rovnoměrné rozdělení

pravděpodobností.

Po dosazení za H(Y |X), resp. H(X), H(Y ) a H(X, Y ) lze odvodit analogické vztahy pro

vzájemnou informaci

I(X, Y ) = H(X) +H(Y )− H(X, Y ) (3.19)

=
∑

xi∈X

∑

yj∈Y

P (xi, yi) ln
P (xi, yj)

P (xi)P (yj)
. (3.20)

Vzájemná informace je mírou vzájemné závislosti náhodných veličin; vyjadřuje o kolik se

v průměru sníží nejistota X pokud známe Y , tj. množství informace, které obsahuje Y o

X. Vzájemná informace je, stejně jako entropie, symetrická vzhledem k argumentům. Vztah

vzájemné informace k entropii je znázorněn na Obr. 3.3.

Vzájemná informace popisuje vzdálenost skutečného sdruženého rozložení pravděpodob-

nosti X, Y a sdruženého rozložení pravděpodobnosti, pokud by byly X a Y nezávislé. Pro

vzájemnou informaci platí

I(X, Y ) = 0 pokud X a Y jsou nezávislé (3.21)

a

I(X, Y ) = H(X) = H(Y ) pokud X = Y. (3.22)

Vzájemná informace a registrace obrázků

Pro registraci obrázků pomocí vzájemné informace je klíčová skutečnost, že body ve sdruže-

ném příznakovém prostoru mění svojí polohu v závislosti na míře „registrovanostiÿ obrázků.
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Ze vztahu (3.18) vyplývá, že maximalizace I(X, Y ) odpovídá minimalizaci H(X, Y ). Pokud

jsou obrázky dobře registrovány, korespondující oblasti se zhruba stejnou intenzitou vytvoří ve

sdruženém příznakovém prostoru shluky bodů. Pak znalost hodnoty intenzity určitého pixelu

z jednoho obrázku nám s pravděpodobností větší než u neregistrovaných obrázků poskytne

informaci o intenzitě ve druhém obrázku, H(X, Y ) se zmenší a I(X, Y ) vzroste. U neregistro-

vaných obrázků odpovídá určité hodnotě intenzity v jednom obrázku více intenzit v obrázku

druhém, sdružený příznakov prostor je rozptýlenější, nejistota a tudíž hodnota H(X, Y ) je

větší a I(X, Y ) nižší (Obr. 3.4). Pro registraci však nelze jako kriterium použít pouze hodnotu

sdružené entropie H(X, Y ); Vzhledem k faktu, že sdružený příznakový prostor je konstruován

z překrývajících se částí obrázku, mohou nízké hodnoty H(X, Y ) nastat v případech, kdy se

obrázky překrývají např. pouze okraji s homogenními hodnotami jasu a ve sdruženém pří-

znakovém prostoru je pak pouze jeden peak odpovídající těmto hodnotám. Pro vzájemnou

informaci I(X, Y ) toto omezení neplatí, neboť ve výše zmíněném nežádoucím případě budou

také nízké hodnoty H(X) a H(Y ) odpovídající stejným homogenním oblastem a I(X, Y ) bude

ve výsledku malé.

3.3 Odhady entropie

V praxi nemůžeme přímo počítat entropii pravděpodobnostního rozdělení z důvodu neznalosti

skutečné hustoty pravděpodobnosti generující data. V případech, kdy nemůžeme spočítat

skutečnou hodnotu entropie analyticky mohou pomoci některé z metod jejího odhadu na

základě vzorků z f(x).

Mějme množinu n vzorků Xn = {x1 . . .xn}, xi ∈ R
d náhodné proměnné s d-rozměrnou hus-

totou pravděpodobnosti f(x). Odhad entropie je funkce Ĥ(Xn) taková, že |Ĥ(Xn)−H(f(x))|

je malé.

3.3.1 Plug-in odhad

Plug-in odhad je takový odhad, který nejprve odhaduje f(x) na základě vzorků x1 . . .xn, tj.

Ĥ(f̂(x1 . . .xn)), kde f̂(x1 . . .xn) je histogramový nebo jádrový odhad hustoty f(x).

• Integrální odhad entropie počítá hodnotu Ĥ přímo podle definice 3.9, tj.

Ĥ = −

∫
f̂(x) ln f̂(x)dx, (3.23)

kde f̂(x) je odhad hustoty pravděpodobnosti f(x). Nevýhodou integrálního estimátoru

je nutnost numerické integrace, pokud je f̂(x) jádrový odhad hustoty f(x) [4].
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H(Y|X)H(X|Y) I(X,Y)

H(Y)

H(X)

H(X,Y)

Obrázek 3.3: Znázornění vztahu sdružené entropie H(X, Y ), marginálních entropií H(X) a

H(Y ), podmíněných entropií H(X|Y ) a H(Y |X) a vzájemné informace I(X, Y ) dvou náhod-

ných veličin X a Y .

(a) φ = 1◦, I = 1.2927 (b) φ = 4◦, I = 0.6194

(c) φ = 10◦, I = 0.2364 (d) φ = 30◦, I = 0.1148

Obrázek 3.4: Sdružený příznakový prostor a hodnota I(X, Y ) obrázku a téhož obrázku nato-

čeného o úhel φ. Protože se jedná o týž obrázek, jsou příznaky koncentrovány podél diagonály.
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• Odhad pomocí střední hodnoty logaritmu pravděpodobnosti nabývá podoby

Ĥ = −
1
n

n∑

i=1

ln f̂(xi) (3.24)

kde f̂(x) je odhad hustoty f(x). Tento odhad entropie byl navržen v [1].

• Odhad dělící vzorky (splitting-data estimate) [14] dělí vzorky Xn = {x1 . . .xn} do dvou

skupin Xk
′ = {x′1 . . .x

′
k}, Xl

′′ = {x′′1 . . .x′′l } tak, že k+ l = n. Z první podskupiny vzorků

Xk
′ je sestrojen jádrový odhad f̂k a ze druhé podskupiny Xl

′′ posléze vypočítán odhad

entropie Ĥ, tj.

Ĥ = −
1
l

l∑

i=1

ln f̂k(x′′i ). (3.25)

• Odhad s vynecháním (cross-validation estimate) podle [18] je

Ĥ = −
1
n

n∑

i=1

δxi∈Xn−{xi} ln f̂i(xi), (3.26)

kde f̂i(x) je odhad hustoty f(x) získaný z Xn s vynecháním vzorku xi a δxi∈Xn−{xi}

charakteristická funkce podmínky xi ∈ Xn − {xi}.

3.3.2 Odhad založený na nejbližších sousedech

Kozačenkův-Leoněnkův odhad entropie [19] nevyžaduje odhad hustoty f(x) a je použitelný

pro libovolné d. Je definován jako

Ĥ =
d

n

n∑

i=1

ln ρi + ln
(n − 1)π

d
2

Γ(1 + d
2
)
+ γ, (3.27)

kde γ je Eulerova-Mascheroniho konstanta (γ ≈ 0.57721), Γ(x) je funkce Gamma a ρi vzdá-

lenost bodu xi k nejbližšímu sousedu. Pro soubor vzorků x1 . . .xn, kde alespoň pro dvě různá

xi, xj platí xi = xj , lze použít pro Ĥ

Ĥ =
d

n

n∑

i=1

lnmax(ρi, ε) + ln
(n − 1)π

d
2

Γ(1 + d
2
)
+ γ, (3.28)

kde ε je konstanta a funkce max(a, b) vrací větší z čísel a, b.

3.3.3 Odhad založený na objemu buněk Voronoi diagramu

Mějme množinu vzorků Xn = {x1, . . . ,xn}, xi ∈ R
d. Voronoi diagram na množině Xn zís-

káme přiřazením každého bodu v Rd bodu z Xn s nejmenší euklidovskou vzdáleností. Oblasti
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v prostoru přiřazené k jednomu bodu z Xn se nazývají Voronoi buňky. Odhad entropie Ĥ

pravděpodobnostního rozložení p(x) generujícího Xn je pak [26]

Ĥ =
1

Nfin

n∑

i=1

δVi 6=∞ ln(nVi), (3.29)

kde Vi značí objem Voronoi buňky odpovídající bodu xi a δVi 6=∞ = 1 pokud je Vi konečné

velikosti, jinak δVi 6=∞ = 0 a Nfin je počet Voronoi buněk konečné velikosti. Entropii lze odha-

dovat i pomocí Delaunayovy triangulace, duálního problému ke konstrukci Voronoi diagramu

[26].

3.4 α-entropie

α-entropie (též Rényiho entropie) je generalizací Shannonovy entropie [32]. α-entropie řádu

α je pro náhodnou veličinu s hustotou pravděpodobnosti p(x) definována

Hα =
1
1− α

ln

(∫ ∞

−∞

p(x)α
)

, (3.30)

α ≥ 0. Platí, že pro α → 1 α-entropie konverguje ke Shannonově entropii.

Nechť Xn = {x1, . . . ,xn} je soubor n d-rozměrných nezávislých vzorků. Pak můžeme

odhadnout α-entropii pravděpodobnostního rozložení f(x) generujícího Xn pomocí délky ně-

kterého z minimálních grafů nad vzorky z Xn. Minimálním grafem může být Steinerův strom,

minimální kostra grafu (minimum spanning tree, MST), graf řešící problém obchodního ces-

tujícího či graf nejbližších sousedů [27]. Délka minimálního grafu je definována

L(Xn) =
∑

e∈E

eγ(Xn), (3.31)

kde E je množina hran patřících k minimálnímu grafu nad množinou bodů z Xn, e je Eukli-

dovská délka hrany z E a γ je konstanta, 0 < γ < d. Odhad α-entropie je pak [16]

Ĥα(Xn) =
1
1− α

(
ln

L(Xn)
nα

− K

)
, (3.32)

K je konstanta závislá na typu použitého minimálního grafu a

α =
d − γ

d
. (3.33)
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Kapitola 4

Odhad hustoty pravděpodobnosti

Mějme soubor nezávislych realizací náhodné proměnné Xn = {x1 . . .xn}, xi ∈ R
d s nezná-

mou hustotou pravděpodobnosti f(x). Odhadem hustoty pravděpodobnosti pak nazýváme

usuzování z množiny Xn na podobu funkce f(x). Odhady hustoty pravděpodobnosti můžeme

rozdělit do dvou skupin:

• Neparametrické odhady poskytují metodologii aproximace velké množiny neznámých

hustot pravděpodobnosti ze vzorků. Oproti parametrickým odhadům jsou však méně

přesné.

• Parametrické odhady předpokládají znalost analytické podoby hustoty pravděpodob-

nosti. Parametrický odhad pak spočívá v hledání neznámých parametrů tohoto modelu.

Za předpokladu správné volby modelu jsou přesnější než neparametrické estimátory.

4.1 Histogramování

Nechť Xn = {x1 . . . xn}, xi ∈ R je soubor vzorků pocházejících z neznámé hustoty pravdě-

podobnosti f(x). Pak histogram přiřazuje každému prvku z Xn některý z k navzájem dis-

junktních binů B1 . . . Bk na základě hodnoty prvku xi. Pro šířku binu h jsou do i-tého binu

zahrnuty prvky z intervalu 〈o+(i−1)h, o+ ih), kde o = min(Xn); histogram rozděluje prostor

jevů na přihrádky o šířce h. Pro histogram platí

n =
k∑

i=1

mi, (4.1)

kde mi je počet vzorků v i-tém binu. Pravděpodobnost, že náhodný vzorek připadne i-tému

binu lze zapsat jako

Pi =
∫ o+ih

o+(i−1)h

f(x)dx. (4.2)
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Pravděpodobnost binu Bi lze pak zpětně odhadnout podle četností jako

Pi =
mi

n
. (4.3)

Odhad integrálu hustoty pravděpodobnosti f̂(x) je pak pro interval hodnot 〈o+(i−1)h, o+ih)

roven Pi.

Odhad hustoty pravděpodobnosti získaný za pomocí histogramování lze považovat za ne-

parametrický odhad hustoty pravděpodobnosti, neboť s jeho pomocí lze modelovat pro n → ∞

téměř libovolnou hustotu f(x). Histogram lze zobecnit pro větší počet dimenzí. Biny jsou pak

určeny svými souřadnicemi v každé dimenzi. Je-li k1, k2 . . . kn počet binů v 1, 2 . . . n-té dimenzi,

pak pro celkový počet binů N platí

N = k1k2 . . . kn. (4.4)

U vícerozměrných histogramů se manifestuje nepříjemný jev známý jako prokletí dimenzio-

nality (curse of dimensionality). Označení popisuje jev exponenciálního narůstání velikosti

prostoru s lineárním nárustem dimenzí.

Šírku binů h je vhodné volit na základě apriorních znalostí o hustotě pravděpodobnosti

analyzovaných dat. V současnosti existuje pro tuto volbu několik empirických pravidel. V [12]

je uvedeno pravidlo pro šíři binu jednorozměrného histogramu

h ≈
2(Q1 − Q3)

n1/3
, (4.5)

kde Q1 − Q3 je mezikvartilové rozpětí dat a n počet vzorků. Scott v [33] odvozuje vztah pro

optimální šířku binu, v [34] pak vztah zobecňuje pro obecný počet dimenzí. Za předpokladu

normálního rozdělení dat s diagonální kovarianční maticí pro šířku binu v dimenzi i platí

hi ≈
3.5σ̂i

n1/(2+d)
, (4.6)

kde σ̂i je odhad směrodatné odchylky dat v dimenzi i.

Pro výpočet diferenciální entropie histogramováním je nutné aplikovat korekce v důsledku

konečné šířky binů. Mezi diferenciální entropii Hd a diskretizovanou entropií Hh platí vztah

[41]

Hd = Hh + ln b, (4.7)

kde b je šířka binů histogramu.

4.1.1 Vylepšení histogramu oknem

Jednou z metod kompenzace malé relativní hustoty vzorků ve vyšších dimenzích je vylepšení

histogramu oknem. Nechť mi je četnost vzorků v i-tém binu jednorozměrného histogramu a
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ϕ(x) je okenní funkce. Pro nové četnosti ve vyhlazeném histogramu pak platí

m′
j =

∑

i

miϕ

(
(j − i)h

b

)
, (4.8)

kde mi je četnost i-tého binu před vyhlazením oknem, h šíře histogramových binů a b šířka

pásma okna. Nové četnosti obecně nemusí být celočíselné. Pravděpodobnosti binů pak získáme

jako

P ′
j =

m′
j∑

i m
′
i
. (4.9)

4.1.2 Adaptivní histogramování

V Darbellay a Vajda [11] byla navržena metoda histogramování pro účely odhadu vzájemné

informace přihlížející k uspořádání vzorků v příznakovém prostoru. Na rozdíl od obvyklého

histogramování s konstantní šíří binů tato metoda iterativně zjemňuje rozlišení histogramu v

závislosti na míře neuniformity rozdělení obsažených vzorků.

Adaptivní binning podle [11] je definován pro dvě náhodné proměnné X ∈ R
d1 a Y ∈ R

d2 .

Nechť (x1,y1) . . . (xn,yn) ∈ R
(d1+d2) jsou realizace náhodných proměnných X a Y a FX,Y ,

FX , FY sdružená a marginální distribuční funkce odhadnuté ze vzorků. Dále nechť r a s

jsou celočíselné kladné parametry algoritmu. Autoři navrhli následující postup pro konstrukci

histogramu:

1. Rozdělíme sdružený prostor jevů C0 podle kvantilů na r intervalů v každé dimenzi tak,

že pro každou dimenzi j = {1 . . . d1 + d2} a i-tý kvantil platí

j ≤ d1 : ai,j = F−1
X,j(i/r), 1 ≤ i ≤ r − 1,

j > d1 : ai,j = F−1
Y,j−d1

(i/r), 1 ≤ i ≤ r − 1,
(4.10)

kde FA,j je projekce1 marginální distribuční funkce FA do j-té dimenze. Výsledkem

tohoto kroku je rozdělení prostoru jevů na rd1+d2 disjunktních částí (buněk) C1k , k =

{1 . . . r(d1+d2)}. Kvantily ai,j definují souřadnice i-tého dělení v dimenzi j.

2. Každou buňku Cp rozdělíme na sd1+d2 buněk podle kvantilů

j ≤ d1 : ai,j = (F−1
X,j |C

p)−1(i/s), 1 ≤ i ≤ s − 1,

j > d1 : ai,j = (F
−1
Y,j−d1

|Cp)−1(i/s), 1 ≤ i ≤ s − 1,
(4.11)

kde FA,j|C
p je projekce podmíněné distribuční funkce FA|C

p do dimenze j. Vzniklé buňky

Cp+1
k pak otestujeme na rovnoměrné zastoupení vzorků. K testování je možno zvolit libo-

volný statistický test. Pokud je potvrzena hypotéza o rovnoměrném zastoupení vzorků,

1Projekcí distribuční funkce do dimenze j je míněna marginální distribuční funkce v dimenzi j.
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Obrázek 4.1: Šest gaussiánů a jejich suma jako jádrový odhad hustoty pravděpodobnosti ze

vzorků. Jádrový odhad je hladký a spojitý, na rozdíl od histogramu sestrojeného nad týmiž

vzorky.

skončí zjemňování histogramu na úrovni buněk Cp. V opačném případě zjemníme Cp

podle vztahu (4.11) s nahrazením parametru s parametrem r. Pro každou dceřinnou

buňku pak opakujeme postup tohoto bodu.

Odhad vzájemné informace náhodných proměnných X a Y na adaptivním histogramu sestro-

jeném výše popsaným postupem je pak

Î(X, Y ) =
∑

C∈Cterm

PX,Y (C) ln
PX,Y (C)

PX(C)PY (C)
, (4.12)

kde Cterm je množina terminálních buněk histogramu a PX,Y (C), PX(C), PY (C) sdružená a

marginální pravděpodobnosti buňky C.

4.2 Jádrový odhad

Modelování hustoty pravděpodobnosti histogramováním má několik nepříjemných vlastností:

• Histogramy nemodelují hustotu pravděpodobnosti hladce

• Jsou závislé na volbě počátku binů

• Jsou závislé na volbě šířky pásma

První dva nedostatky lze odstranit nahrazením histogramu jádrovým odhadem hustoty prav-

děpodobnosti.

Nechť Xn = {x1 . . .xn}, xi ∈ R
d jsou vzorky pocházející z hustoty pravděpodobnosti f(x).

Jádrový odhad hustoty f(x) je definován jako

f̂(x) =
1
n

n∑

i=1

K(x− xi). (4.13)
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Funkci K označujeme jako jádrovou funkci pro kterou platí
∫

Rd

K(x)dx = 1. (4.14)

Jádrový odhad řadíme stejně jako histogram k neparametrickým odhadům hustoty pravdě-

podobnosti. U jádrového odhadu každý vzorek přispívá k odhadu hustoty pravděpodobnosti

hodnotou závislou na vzdálenosti od vzorku (Obr. 4.1). Jádrovou funkci obvykle volíme za úče-

lem hladkosti odhadu spojitou. Tato funkce je definována kromě předpisu určujícího její typ

(trojúhelníkové jádro, gaussián . . . ) také šířkou pásma určující rozpětí jádrové funkce. Volba

šířky pásma výrazně ovlivňuje podobu modelované výsledné hustoty pravděpodobnosti; při

volbě příliš malé šířky pásma dochází k výskytu falešných modů v hustotě, naopak volba příliš

velké šířky pásma vede ke ztrátě informace o struktuře hustoty pravděpodobnosti.

Nejčastěji užívanou jádrovou funkcí je gaussián

K(x− xi) =
1

(2π)d/2|ΣK |1/2
exp

(
−
1
2
(x− xi)⊤Σ−1

K (x− xi)
)

. (4.15)

V [35] je uvedeno doporučení pro kovarianční matici gaussovského jádra za předpokladu, že

neznámá hustota má podobu vícerozměrého normálního rozdělení

ΣK = h2Σ,

h = n−1/(d+4),
(4.16)

kde Σ je odhad kovarianční matice hustoty pravděpodobnosti.
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Kapitola 5

Některé poznatky výpočetní geometrie

V mnoha úlohách je nutné strojově vyřešit určité geometrické problémy v prostorech různých

dimenzí. Zobecněním postupů klasické geometrie, jejich algoritmizací a reprezentací reálných

objektů v paměti počítačů se zabývá výpočetní geometrie. Výpočetní geometrii lze rozdělit do

dvou hlavních směrů:

• Algoritmická geometrie se zabývá algoritmizací geometrických problémů. Úlohy algo-

ritmické geometrie lze rozdělit na úlohy statické, hledající řešení na neměnné množině,

úlohy dynamické, jež se zabývají optimalitou dynamických struktur indexace prostoru

a úlohy geometrického vyhledávání. Mezi typické statické úlohy algoritmické geometrie

patří konstrukce Voronoi diagramu a Delaunayovy triangulace, closest-pair problém, li-

neární programování aj. Dynamické úlohy se zabývají optimalitou datových struktur pro

reprezentaci proměnné množiny bodů v prostoru. Úlohy geometrického vyhledávání za-

hrnují určení souřadnic bodu v prostoru, resp. ve struktuře tento prostor reprezentující,

úlohu vyhledávání nejbližších sousedů aj. [31]

• Numerická výpočetní geometrie též nazývaná geometrické modelování se zabývá hle-

dáním optimální formy reprezentace objektů skutečného světa pro účely modelování,

simulace a počítačem asistovaného designu (CAD).

5.1 Vyhledávání nejbližších sousedů

Problém hledání nejbližších sousedů (nearest-neighbor search, post-office problem) je velmi

důležitým problémem výpočetní geometrie. Jeho důležitost vyplývá také z nedávného vý-

voje disciplín strojového vidění, kde je častou úlohou vyhledávání nejpodobnějšího objektu z

databáze modelů vzhledem k nějakému obrazu reality. Objekty mohou být reprezentovány pří-

znaky ve vícerozměrném prostoru a úloha určení nejpodobnějšího z modelů je tak převedena

na problém hledání nejbližších sousedů [39].
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Problémem hledání nejbližších sousedů nazýváme úlohu identifikace bodu xi z množiny

Xn = {x1 . . .xn} ∈ R
d, pro který platí

D(xi − x) < D(xj − x) ∀j 6= i, (5.1)

kde x je referenční bod (query point) a D vzdálenost. Vzdálenost od referenčního bodu k

bodu, jenž je výsledkem dotazu, je menší než vzdálenost referenčního bodu a libovolného

jiného bodu z množiny Xn. Vzdálenost může být definována různými způsoby; mezi body

x = (x1 . . . xd), y = (y1 . . . yd) definujeme vzdálenost normy p jako

Dp =

(
d∑

i=1

|xi − yi|
p

)1/p

. (5.2)

Nejčastěji užívané vzdálenosti jsou euklidovská vzdálenost (p = 2), Manhattan vzdálenost

(též norma taxíku, p = 1) a Čebyševova vzdálenost (p → ∞).

Existují tři základní postupy užívané pro vyhledávání nejbližších sousedů:

1. Vyhledávání hrubou silou. Tato metoda určí vzdálenost pro každý bod množiny Xn

a vrátí nejbližší z bodů. Jedná se o nejjednodušší metodu, ve většině případů však

nejpomalejší. Její složitost je lineární, O(n).

2. Dělení prostoru (space partitioning).Metody dělení prostoru dělí prostor do dvou či více

disjunktních částí. Dělení prostoru je obvykle hierarchické, což umožňuje reprezentaci

prostoru ve stromové struktuře.

3. Prostorově citlivé hašování. [24]

Problém vyhledávání nejbližších sousedů je vyřešen téměř optimálně pro nízké dimenzio-

nality, pro vyšší dimenze se však stále jedná o komplikovanou úlohu. U vyhledávání nejbližších

sousedů se ve vysokodimenzionálních prostorech také manifestuje „prokletí dimenzionalityÿ,

exponenciální nárust složitosti s počtem dimenzí; v [7] bylo experimentálně dokázáno, že pro

dimenzionalitu d > lnn, kde n je počet vzorků, je vyhledávání hrubou silou srovnatelně rychlé

se space-partitioning algoritmy.

5.1.1 k-d stromy

k -d strom [6] je jednou z nejčastěji užívaných space-partitioning metod. k -d strom je binárním

stromem; každý uzel má právě dva potomky. Na každé úrovni stromu jsou data rozdělena

podle dimenze s největším rozptylem do dvou stejně velkých množin tak, že dělící nadrovina

prochází mediánem bodů kolmo k souřadnici dělené dimenze. Každá vzniklá množina je pak

přiřazena k jednomu z potomků děleného uzlu. Proces je opakován, dokud není dosaženo uzlů
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Obrázek 5.1: Příklad trojrozměrného k -d stromu o osmi listech. Celý prostor dat

je obsažen v bílé krychli. Řez první úrovně je uskutečněn jednou rovinou (čer-

veně), obě poloviny dat jsou rozděleny zelenými rovinami na čtvrtiny. Na po-

slední úrovni jsou čtvrtiny rozděleny modrými rovinami na osminy. Převzato z

<http://www.stat.purdue.edu/∼btyner/packages.html>.

o velikosti menší než je dvojnásobek minimální velikosti listů Nmin. Výsledkem tohoto procesu

je pak vyvážený strom o hloubce h = ⌊log2(
n

Nmin
)⌋. Příklad jednoduchého k -d stromu je na

Obr. 5.1.

Postup vyhledávání nejbližších sousedů v k -d stromech lze zapsat následujícím způsobem:

1. Lokalizace referenčního bodu. V k -d stromu nalezni list, jemuž odpovídající část prostoru

obsahuje referenční bod.

2. Určení horní hranice vzdálenosti. Množinu bodů patřící listu s referenčním bodem pro-

hledej a urči vzdálenost Dmin k nejbližšímu sousedu referenčního bodu.

3. Prohledání okolních listů. Dále prohledej listy, jejichž vzdálenost k referenčnímu bodu

je menší než Dmin.

V nejhorším případě algoritmus vyhledávání prohledá cely strom, mezní složitost tedy je O(n).

Průměrný čas vyhledávání nejbližších sousedů v k -d stromech činí O(log2 n).
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Best Bin First vyhledávání v k-d stromech

Best Bin First (BBF) [5] je modifikace algoritmu vyhledávání nejbližších sousedů v k -d stro-

mech. Metoda BBF je užitečná, pokud nám stačí vyhledání nejbližšího souseda ve většině

případů a v malé části případů souseda velmi blízkého. Algoritmu je předán jako parametr

maximální počet prohledávaných listů Nmax; k určení pořadí prohledávání stromu je užita

prioritní fronta. Algoritmus vyhledávání BBF vracející vzdálenost k nejbližšímu nalezenému

sousedu Dnn lze zapsat následujícím způsobem:

1. Inicializace. N = 0.

2. Lokalizace referenčního bodu. Pro každou úroveň k -d větvení vlož do prioritní fronty

ukazatel na uzel, jehož cestou se nevydáš.

3. Určení meze vzdálenosti. List obsahující referenční bod prohledej a urči vzdálenost Dmin

k nejbližšímu bodu v listu. N = N + 1.

4. Prořezání stromu. Z prioritní fronty jsou odstraň ukazatele na uzly, jejichž vzdálenost

od reference je D ≥ Dmin.

5. Kontrola ukončení. Pokud je prioritní fronta prázdná či pokud N = Nmax, algoritmus

končí. Dnn = Dmin

6. Průchod stromem. Vyjmi z fronty ukazatel na uzel s nejmenší vzdáleností D k referenci.

Pokud není list, procházej stromem sestupně k listům, vol cestu s menší vzdáleností k

referenci. Ukazatele na uzly, které nebyly zvoleny k průchodu vlož do prioritní fronty

pokud je jejich vzdálenost k referenci D ≤ Dmin.

7. Prohledání listu a update meze vzdálenosti. List prohledej, v případě nutnosti updatuj

hodnotu Dmin. N = N + 1. Pokračuj bodem 4.

Algoritmus při hledání nejbližšího souseda prohledává listy k -d stromu v pořadí podle jejich

vzdálenosti k referenčnímu bodu vzestupně. Z tohoto důvodu je efektivnější než naivní hledání

v k-d stromu i v případě Nmax =∞. Alternativně lze zavést namísto počtu procházených uzlů

omezení na dobu běhu.

Těsné hranice k-d stromů

Vzdálenost referenčního bodu od některého z uzlů je obvykle odhadována jako vzdálenost k

hranici (nad)krychle prostoru, kterou daný uzel reprezentuje. Těsné hranice k -d stromu [38]

jsou zavedeny za účelem lepšího odhadu nejmenší možné vzdálenosti referenčního bodu k

nejbližšímu bodu z uzlu. Těsná hranice je nejmenší možná (nad)krychle obklopující body v

uzlu (Obr. 5.2).
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Obrázek 5.2: Ilustrace znázorňující těsnou (přerušovaná čára) a volnou (plná čára) hranici

uzlu. Volná hranice je totožná s částí prostoru pokrytou uzlem k -d stromu. Vzdálenost bodu

x k těsné hranici uzlu (DT ) je lepším odhadem vzdálenosti k nejbližšímu bodu z uzlu než

vzdálenost k volné hranici uzlu (DL).

Obrázek 5.3: Příklad minimální kostry rovinného euklidovského grafu. Existuje cesta mezi

všemi body a celková délka kostry je nejmenší možná.

5.2 Minimální kostra euklidovského grafu

Euklidovský graf je uspořádaná dvojice G = (V, E), kde V = (v1 . . .vn),vi ∈ R
d je množina

vrcholů a E = (e1 . . . em) je množina hran. Každá hrana euklidovského grafu ei je definována

množinou právě dvou prvků z V , ei = (vj ,vk) a délka hrany je euklidovskou vzdáleností bodů

vj , vk. Minimální kostra euklidovského grafu (minimum spanning tree) je pak takový podgraf

G′ = (V ′, E ′) grafu G, pro který platí:

1. V ′ = V , E ′ ⊂ E,

2. Pro všechna vi,vj ∈ V ′ existuje cesta mezi vi a vj ,

3. Pro celkovou délku LE všech hran z E ′ platí LE = argminE′

∑|E′|
i=1 |ei|, kde |ei| značí

euklidovskou vzdálenost mezi vrcholy hrany ei.

Minimální kostra grafu spojuje všechny vrcholy grafu kombinací hran s nejmenší celkovou

délkou (Obr. 5.3).
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Problém minimální kostry euklidovského grafu byl poprvé formulován O. Borůvkou r.

1926 [8]. Borůvka řešil praktický problém návrhu elektrorozvodné sítě. K formulaci problému

minimální kostry jej vedl požadavek minimalizace nákladů na výstavbu sítě – tedy minimální

délky elektrorozvodného vedení [28].
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Kapitola 6

Implementace

Vybrané estimátory entropie a vzájemné informace byly implementovány v jazyce C. Esti-

mátory jsou napsány jako statické moduly. V této kapitole jsou popsány datové struktury a

hlavičkové soubory nezbytné k volání estimátorů z jiných modulů a hlavní myšlenky imple-

mentace estimátorů. Dále jsou popsány volby parametrů pro experimenty. Důležité vnitřní

funkce estimátorů jsou popsány v příloze, podrobné informace o funkcích a datových struk-

turách jsou uvedeny v komentářích ve zdrojovém kódu.

V této kapitole je pro popis funkcí a datových struktur užito notace jazyka C.

6.1 Obecné informace o implementaci estimátorů, ko-

munikace s vnějšími moduly

Všechny estimátory byly napsány na platformě Linux. Estimátory jsou určeny k sestavení

kompilátorem GCC.

Všechny moduly užívají za účelem rychlosti v maximální možné míře ukazatele na data

obsažená ve vstupní struktuře sImage. Tato struktura je definována

typedef struct sImage {

int samples;

int dimension;

double **data;

} sImage

kde int samples je počet vzorků, int dimension dimenze dat a double **data ukazatel

velikosti samples na ukazatele velikosti dimension na prvky typu double. Struktura sImage

je definována v hlavičkovém souboru imtype.h. Strukturu imtype.h je nutno zahrnout do
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volajícího programu stejně jako některý z následujících souborů, deklarujících globální funkce

estimátorů:

• histo.h – Hlavičkový soubor deklarující globální funkce histogramového estimátoru

entropie a vzájemné informace (včetně modifikace s vyhlazením histogramu) a strukturu

parametrů sParamHist.

• kdest.h – Hlavičkový soubor deklarující globální funkce estimátoru entropie a vzájemné

informace založeného na nejbližších sousedech a estimátoru α-entropie a vzájemné in-

formace založeného na délce minimální kostry grafu nad vzorky. Deklaruje strukturu

parametrů sParamTree.

• kdens.h – Hlavičkový soubor deklarující globální funkce estimátoru entropie a vzájemné

informace s jádrovým odhadem.

• ada.h – Hlavičkový soubor deklaruje globální funkce estimátoru vzájemné informace s

adaptivním histogramováním a strukturu parametrů sParamAda.

6.2 Estimátor entropie a vzájemné informace s histo-

gramováním

Estimátor entropie a vzájemné informace s histogramováním je volán funkcemi

• double histH(sImage *im1, sParamHist *par)

• double histMI(sImage *im1, sImage *im2, sParamHist *par)

Parametrická struktura estimátoru je definována

typedef struct sParamHist {

int parzen;

double parzenMargin;

int chopHist;

int align;

} sParamHist;

Hodnota parametru parzen musí být pro tento estimátor inicializována 0. Nastavením para-

metru align na 1 je možno upravit v každé dimenzi šíře histogramových binů na nejbližší

vyšší hodnotu, jejíž celočíselný násobek je roven rozdílu krajních hodnot dat. Jiných parame-

trů estimátor nevyužívá.

Estimátor s histogramováním modeluje hustotu pravděpodobnosti vícerozměrným histo-

gramem. Algoritmus estimátoru lze rozčlenit do následujících kroků:

38



[2,1,1]

[3,1,1]

[2,2,1]
[2,1,2]

[1,1,2]

[1,2,1]

[1,1,1]

Obrázek 6.1: Přiklad vložení prvku do stromu s neexistujícím příslušným binem. Algoritmus

vytvoří nový uzel reprezentující bin o souřadnicích [2, 1, 2].

1. Určení parametrů výpočtu. Nejprve algoritmus určí rozptyl, počty a šíři binů v jednot-

livých dimenzích podle Scottova pravidla.

2. Naplnění histogramu. Samotný histogram je v operační paměti reprezentován binárním

stromem s naivním vkládáním prvků. Jako klíč jsou zvoleny souřadnice histogramového

binu, kde první dimenze zastává úlohu nejvýznamnější a poslední dimenze nejméně

významné číslice v popisovači. Pokud algoritmus při vkládání prvku nalezne ve stromové

struktuře správný bin, inkrementuje jej o jednotku, v opačném případě vytvoří nový bin

(Obr. 6.1).

3. Estimace entropie. Algoritmus prochází binární strom do hloubky, uvolňuje operační

paměť a počítá entropii podle četností dat v binech. Po průchodu celým stromem jsou

aplikovány korekce entropie v důsledku konečné šířky binů [41].

Pro výpočet vzájemné informace jsou výše uvedené kroky provedeny pro marginální a sdru-

ženou entropii. Výsledek je pak spočten podle vztahu (3.19). Parametr align byl v experi-

mentech nastaven na 0, není-li uvedeno jinak.

6.3 Estimátor entropie a vzájemné informace s histo-

gramováním a vylepšením histogramu oknem

Estimátor je volán shodnými funkcemi jako předchozí. Hodnota parzen paramerické struktury

musí být inicializována 1.

Estimátor s histogramováním a vylepšením histogramu oknem je implementován podobně

jako předchozí estimátor s několika odchylkami.
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1. Určení parametrů výpočtu. Algoritmus opět určí rozptyl, počty a šíře binů v jednot-

livých dimenzích, navíc určí šířku pásma okna v jednotlivých dimenzích na základě

Silvermanova pravidla [3]

σBW = 0.9An1/5, A = min

{
σ,

Q3 − Q1
1.34

}
, (6.1)

kde σ je odhad směrodatné odchylky a Q3−Q1 mezikvartilové rozpětí. Na základě těchto

šířek pásma a parametru určujícího dolní mez inkrementace histogramu je spočtena

maximální vzdálenost vyhlazování v jednotlivých dimenzích.

2. Naplnění histogramu. První část tohoto kroku je totožná s předchozím estimátorem. Po

vložení každého bodu ze vstupních dat do histogramu jsou však navíc inkrementovány

okolní biny o hodnotu (resp. vytvořeny nové biny s hodnotou) odpovídající hodnotě

vícerozměrného gaussiánu s diagonální kovarianční maticí ve vzdálenosti x od počátku

souřadnic, kde x je vzdálenost středu okolního binu od středu binu s původním (centrál-

ním) bodem v přirozených jednotkách dat. Dolní limit inkrementace je omezen hodnotou

položky parzenMargin parametrické struktury.

3. Estimace entropie. Tento krok je totožný jako u předchozího estimátoru.

U estimátoru byla zvolena dolní mez inkrementace binů jako 0.1% centrální hodnoty.

6.4 Estimátor entropie a vzájemné informace s jádro-

vým odhadem

Estimátor je volán funkcemi

• double kdensH(sImage *img1)

• double kdensMI(sImage *img1, sImage *img2)

Estimátor nemá žádné vstupní parametry.

Algoritmus počítá hodnotu entropie (vzájemné informace) s využitím vztahu (3.24). Hus-

tota pravděpodobnosti je odhadnuta pro všechny body z množiny vzorků na vstupu algoritmu.

1. Výpočet kovarianční matice dat. Algoritmus určí kovarianční matici vstupních dat.

Tento krok je nezbytný k výpočtu podoby jádrové funkce.

2. Určení podoby jádra. Jádrová funkce je gaussián s obecnou kovarianční maticí získanou

podle předpisů (4.16).
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3. Výpočet hodnoty hustoty pravděpodobnosti v bodech z dat. Hustota je počítána jako sou-

čet příspěvků jednotlivých bodů ze vstupních dat. Algoritmus uvažuje k výpočtu hustoty

pravděpodobnosti příspěvky od všech bodů, pracuje tedy s kvadratickou složitostí.

4. Odhad entropie. K odhadu je přímo užito vztahu (3.24).

6.5 Estimátor entropie a vzájemné informace s vyhle-

dáváním nejbližších sousedů

Estimátor je volán funkcemi

• double kdNnMI(sImage *i1, sImage *i2, sParamTree *par)

• double kdNnH(sImage *i1, sParamTree *par)

Parametry estimátoru jsou uloženy ve struktuře

typedef struct sParamTree {

int minLeafSize;

int tightBoxes;

int maxStepsBBF;

int deMethod;

} sParamTree;

Estimátor vyhledává nejbližší sousedy Best Bin First (BBF) vyhledáváním v k -d stromech.

Algoritmus lze rozdělit do následujících kroků:

1. Konstrukce k-d stromu. Nejprve je vytvořena k -d strom půlením dat v dimenzi s nej-

větším rozptylem. Konstrukce je zastavena, pokud počet bodů v uzlu stromu poklesne

pod dvojnásobek hodnoty minLeafSize.

2. Vyhledávání nejbližších sousedů. Pro každý bod z množiny vstupních dat je určena

vzdálenost k nejbližšímu sousedu. V k -d stromech je vyhledáváno BBF vyhledáváním.

Je možno omezit maximální počet procházených uzlů či jej ponechat neomezený (položka

maxStepsBBF struktury parametrů). Omezení počtu procházených binů značně urychlí

výpočet, ne vždy je však nalezen skutečný nejbližší soused.

3. Uvolnění pamětu a výpočet entropie. Entropie je spočtena podle Kozačenkova-Leoněnkova

vztahu.

41



Nastavením parametru tightBoxes na 1 nebo 0 je možno zvolit užití těsných hranic uzlu

pro výpočet vzdálenosti referenčního bodu od oblasti reprezentované uzlem. Volbou parametru

deMethod je možno aktivovat užití varianty Kozačenko-Leoněnkova vztahu pro degenerované

rozdělení. Parametr minLeafSize definuje minimální velikost listů k -d stromů.

Pro všechny experimenty bylo zvoleno tightBoxes = 1 a deMethod = 0. Minimální ve-

likost listů k -d stromu byla určena experimentálně. Byly testovány 3 varianty estimátoru s

hodnotami maxStepsBBF = {∞, 20, 10}.

6.6 Estimátor α-entropie a vzájemné informace

Estimátor je volán

• double kdMstMI(sImage *i1, sImage *i2, sParamTree *par)

• double kdMstH(sImage *i1, sParamTree *par)

Struktura parametrů je shodná jako u předchozího estimátoru.

Estimátor α-entropie odhaduje hodnotu α-entropie podle délky minimální kostry úplného

grafu, sestrojeného nad body z množiny vstupních dat. K reprezentaci prostoru je využit

k -d strom, na počet procházených uzlů v dotazech není uvaleno omezení co se počtu týče.

Algoritmus užívá k výpočtu délky minimální kostry Primova algoritmu. Z k -d stromu je vždy

odejmut bod nejbližší libovolnému bodu z dosud zkonstruované části kostry a jeho vzdálenost

od kostry je připočtena k celkové délce. Estimátor pracuje v následujících krocích:

1. Konstrukce k-d stromu. Totožné s předchozím estimátorem.

2. Výpočet délky minimální kostry. Estimátor počítá délku minimální kostry nad všemi

body vstupních dat. Algoritmus vždy hledá bod nejblíže libovolnému body z kostry

dotazem na nejbližšího souseda pro všechny body z kostry. Bod, který je výsledkem

tohoto dotazu je pak přidán do kostry a odstraněn z k-d stromu. Jeho vzdálenost od

kostry je přičtena do proměnné reprezentující váženou délku kostry. Postup se opakuje

až do úplného vyprázdnění k-d stromu. Váhovací konstanta byla zvolena γ = 0.5 v

souladu s [16], hodnota α tedy je α = d−γ
d
kde d je dimenze dat.

3. Výpočet α-entropie. Výpočet je realizován podle (3.32).

U estimátoru bylo zvoleno maxStepsBBF = ∞, tightBoxes = 1. Minimální velikost listů k -d

stromu byla určena experimentálně.
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6.7 Estimátor vzájemné informace s adaptivním histo-

gramováním

Estimátor je volán funkcí

• double adaptiveMI(sImage * im1, sImage * im2, sParamAda * par);

Struktura s parametry nabývá podoby

typedef struct sParamAda {

int r;

int s;

int minLeaf;

} sParamAda;

Volbou minLeaf je možno stanovit minimální počet prvků obsažených v buňce.

Estimátor implementuje algoritmus adaptivního histogramování podle [11]. Algoritmu je

předán jako parametr počet dělení v každé dimenzi (r) a počet dělení v každé dimenzi pro

testování uniformity obsažených vzorků (s). Algoritmus pracuje v následujících krocích:

1. Inicializace histogramu. Algoritmus inicializuje struktury reprezentující histogram a na-

plní proměnné nezbytné pro běh.

2. Prvotní partitioning vzorků. Algoritmus rozdělí prostor vzorků na rd buněk v souladu s

definicí algoritmu.

3. Rekurzivní dělení a testování uniformity rozdělení pro potomky. Každá část histogramu

je rozdělena podle marginálních kvantilů pravděpodobností na sd buněk. Na těchto

buňkách je poté testována uniformita zastoupení vzorků. V případě potvrzení hypotézy

o uniformitě je dělení buněk stornováno, v opačném případě je ponecháno pokud r = s

či přepočítáno pro parametr r pokud r 6= s.

4. Výpočet vzájemné informace. Vzájemní informace je spočtena na základě marginálních

a sdružených pravděpodobností buněk podle (3.20).

Adaptivní histogram je v paměti reprezentován stromem (Obr. 6.2). Každý neterminální uzel

stromu má rd potomků, kde r je parametr algoritmu a d dimenze dat. Každý uzel rovněž

nese informaci o sdružené pravděpodobnosti a o marginálních pravděpodobnostech buňky,

kterou reprezentuje. Jako test uniformity byl zvolen χ2 test dobré shody s mezní hladinou

významnosti 5%.

Pro experimenty prováděné s estimátorem využívajícím adaptivní histogramování byly

zvoleny parametry r = 2 a s = 2 v souladu s doporučením autorů.
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(a) (b)

Obrázek 6.2: Reprezentace adaptivního histogramu stromem. Adaptivní histogram (a) a od-

povídající strom (b).
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Kapitola 7

Experimenty

V této kapitole jsou prezentovány experimenty uskutečněné s estimátory entropie a vzájemné

informace popsanými v kapitole 6. Těžiště kapitoly představuje vyhodnocení vlastností esti-

mátorů pro odhad entropie normálního rozdělení; jejich přesnosti, rozptylu, střední kvadra-

tické chyby a časů běhu. Estimátory jsou dále testovány na rovnoměrném rozdělení. V závěru

kapitoly jsou srovnány strategie histogramování pro odhad vzájemné informace.

V textu jsou užita následující označení estimátorů:

• Ĥh, M̂Ih - histogramový estimátor (viz. 6.2).

• Ĥhs, M̂Ihs - histogramový estimátor s vyhlazením histogramu oknem (6.3).

• M̂Iada - histogramový estimátor vzájemné informace s adaptivním histogramováním

(6.7).

• Ĥkde - estimátor vyušívající jádrový odhad hustoty pravděpodobnosti (6.4).

• Ĥnn - estimátor založený na nejbližších sousedech s BBF vyhledáváním (6.5).

• Ĥnn,10 - estimátor založený na nejbližších sousedech s BBF vyhledáváním a nejvýše 10

prohledávanými listy.

• Ĥnn,20 - estimátor založený na nejbližších sousedech s BBF vyhledáváním a nejvýše 20

prohledávanými listy.

• Ĥα - estimátor α-entropie.

7.1 Určení optimální velikosti listů k-d stromů

Estimátor založený na vyhledávání nejbližších sousedů a estimátor α-entropie využívají pro

space-partitioning k -d stromy. Hloubka k -d stromu je určena minimální velikostí listů Nmin.
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Cílem experimentu je určit optimální velikost tohoto parametru pro různé dimenze dat.

V rámci tohoto experimentu byla měřena rychlost výpočtu entropie pro 104 prvků, dimen-

zionalitu dat d = {1, 3, 6, 9, 12} a pro minimální velikosti listů Nmin = {5, 10, 15, 20, 25, 30}.

Data pocházela z normálního rozdělení N(0, 1), resp. z vícerozměrného normálního rozdělení

N(on, In). Maximální počet prohledávaných listů nebyl omezen. Výsledky (Tab. 7.1) jsou zís-

kány průměrováním z 50 běhů. Na základě těchto výsledků byla pro následující experimenty u

estimátorů Ĥnn, Ĥnn,10 a Ĥnn,20 zvolena pro dimenze d ≤ 4 minimální velikost listů Nmin = 5

a pro dimenze d ≥ 5 minimální velikost listů Nmin = 10.

d/Nmin 5 10 15 20 25 30

1 0,086 0,087 0,087 0,102 0,102 0,103

3 0,185 0,187 0,193 0,227 0,224 0,226

6 0,861 0,859 0,915 1,1027 1,115 1,116

9 3,956 3,903 3,989 4,612 4,680 4,705

12 17,148 15,033 16,884 16,374 16,778 15,234

Tabulka 7.1: Průměrné doby výpočtu entropie pro nearest-neighbor estimátor. Nejkratší časy

jsou znázorněny tučně.

7.2 Statistické vlastnosti, přesnost a rychlost estimá-

torů entropie

Cílem experimentů je vyhodnotit rychlost, průměrnou odchylku od skutečné hodnoty a rozptyl

estimátorů entropie. Výsledky byly získány pro 100 běhů estimátorů pro počty prvků n < 105,

pro 40 běhů u 105 ≤ n < 106 a pro 20 běhů v případě n = 106.

V tabulkách je užito následujících označení:

• Ĥ – průměrná hodnota odhadu entropie v natech.

• σ – směrodatná odchylka odhadu entropie.

• bias – průměrná odchylka odhadu od skutečné hodnoty entropie

bias = Ĥ − Htrue (7.1)

kde Htrue je skutečná hodnota entropie hustoty pravděpodobnosti generující data. Pro

účely vykreslení v logaritmických souřadnicích je u grafů uvažována absolutní hodnota

bias.
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• T – průměrný čas běhu v s.

7.2.1 Odhad entropie normálního rozdělení

Cílem experimentu je vyhodnotit rychlost a přesnost estimátorů entropie pro normální roz-

dělení různých dimenzionalit. Testovací data pochází z normálního rozdělení s diagonální

kovarianční maticí. Pro skutečnou hodnotu diferenciální entropie normálního rozdělení s ko-

varianční maticí Σ platí [2]

H =
1
2
ln((2πe)d|Σ|). (7.2)

Test byl proveden pro dimenze d = {1, 3, 6, 9, 12}. Pro n ≤ 102 nebyl měřen čas běhu.

Testování estimátorů bylo ukončeno, pokud čas běhu překročil 400 s.

Střední kvadratická chyba a časy běhů všech estimátorů entropie jsou porovnány v části

7.2.3.
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Ĥ
k
d
e

N
[-
]

Ĥ
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Ĥ
n
n
,
Ĥ

n
n
,1
0
a

Ĥ
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Ĥ
[n
at
]

σ
[n
at
]
bi
as
[n
at
]

T
[s
]

Ĥ
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Ĥ
k
d
e
,
je
ho
sm
ěr
od
at
ná
od
ch
yl
ka
,
bi
as
a
ča
s
b
ěh
u
pr
o

N
(o

,I
d
)
s

d
=
3.
Sk
ut
eč
ná
ho
dn
ot
a
en
tr
op
ie

H
=
4.
25
68
.

52



Ĥ
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Ĥ
n
n
,
Ĥ
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Ĥ
[n
at
]

σ
[n
at
]
bi
as
[n
at
]

T
[s
]

Ĥ
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Ĥ
h
s

Ĥ
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Ĥ
h
,
Ĥ
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Ĥ
n
n
,2
0
,
je
ho
sm
ěr
od
at
ná
od
ch
yl
ka
,
bi
as
a
ča
s
b
ěh
u

pr
o

N
(o

,I
d
)
s

d
=
9.
Sk
ut
eč
ná
ho
dn
ot
a
en
tr
op
ie

H
=
12

.7
70
4.

61



1
0

2
1

0
4

1
0

6
5

1
0

1
5

N
[−

]

H[nat]

 

 

S
k
u

t.
 H

H
 h

H
 h

s

H
 k

d
e

(a
)

1
0

2
1

0
4

1
0

6
1

0
−

6

1
0

−
4

1
0

−
2

1
0

0

1
0

2

1
0

4

N
[−

]

var(H)[nat
2
]

 

 

H
 h

H
 h

s

H
 k

d
e

(b
)

1
0

2
1
0

4
1
0

6
1
0

−
1

1
0

0

1
0

1

1
0

2

N
[−

]

abs(bias)[nat]

 

 

H
 h

H
 h

s

H
 k

d
e

(c
)

1
0

2
1
0

4
1
0

6
1
0

−
2

1
0

−
1

1
0

0

1
0

1

1
0

2

1
0

3

N
[−

]

T[s]

 

 

H
 h

H
 h

s

H
 k

d
e

(d
)

O
br
áz
ek
7.
7:
P
rů
m
ěr
ná
ho
dn
ot
a
od
ha
du
en
tr
op
ie
es
ti
m
át
or
ů

Ĥ
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Ĥ

n
n
,1
0
a

Ĥ
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Ĥ
h
,
Ĥ
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Ĥ
n
n
,2
0
,
je
ho
ro
zp
ty
l,
bi
as
a
ča
s
b
ěh
u
pr
o

N
(o

,I
d
)

s
d
=
12
.
Sk
ut
eč
ná
ho
dn
ot
a
en
tr
op
ie

H
=
17

.0
27
2.

67



7.2.2 Odhad α-entropie normálního rozdělení

V následujícím experimentu byla vyhodnocena přesnost a rychlost estimátoru α-entropie Ĥα

pro dimenzionality d = {1, 3, 6, 9, 12}. Pro teoretickou hodnotu α-entropie normálního rozdě-

lení s kovarianční maticí Σ platí [23]

Hα = H +
d

2

(
lnα

1− α

)
, (7.3)

kde H značí hodnotu Shannonovy entropie rozdělení.

Střední kvadratická chyba estimátoru α-entropie je srovnána s chybami estimátorů Shan-

nonovy entropie v části 7.2.3.
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Ĥ
σ

bi
as

T
[s
]

10
1

0.
80
72
0.
28
01
-0
.6
11
7

2.
20
10
0.
46
43
-2
.0
55
8

5.
89
60
0.
65
03
-2
.6
17
6

3.
2
∗
10
1
1.
08
63
0.
15
31
-0
.3
32
6

2.
58
13
0.
26
43
-1
.6
75
5

6.
43
29
0.
32
65
-2
.0
80
7

10
2

1.
22
08
0.
09
07
-0
.1
98
1
0.
02
03

2.
73
67
0.
14
38
-1
.5
20
1
0.
02
41

6.
59
35
0.
22
35
-1
.9
20
1
0.
03
82

3.
2
∗
10
2
1.
29
98
0.
04
75
-0
.1
19
1
0.
32
84

2.
85
17
0.
08
43
-1
.4
05
1
0.
33
85

6.
68
02
0.
09
70
-1
.8
33
4
0.
83
84

10
3

1.
32
96
0.
03
15
-0
.0
89
4
8.
00
39

2.
88
85
0.
05
40
-1
.3
68
3
7.
88
62

6.
68
84
0.
07
45
-1
.8
25
2
18
.2
98
8

Ĥ
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Ĥ
σ

bi
as

T
[s
]

10
1

10
.1
00
0
0.
75
06
-2
.6
70
4

15
.2
96
0
1.
02
23
-1
.7
31
2

3.
2
∗
10
1
11
.1
55
1
0.
42
33
-1
.6
15
3

16
.5
73
0
0.
47
71
-0
.4
54
3

10
2

11
.3
70
0
0.
21
38
-1
.4
00
4
0.
04
80

16
.6
65
6
0.
31
80
-0
.3
61
6
0.
05
69

3.
2
∗
10
2
11
.3
58
9
0.
13
94
-1
.4
11
5
1.
31
15

16
.7
18
0
0.
16
19
-0
.3
09
3
1.
61
25

10
3

11
.3
52
9
0.
09
49
-1
.4
17
5
35
.5
81
2
16
.6
13
0
0.
08
98
-0
.4
14
3
49
.0
37
6

T
ab
ul
ka
7.
12
:
P
rů
m
ěr
ná
ho
dn
ot
a
od
ha
du

α
-e
nt
ro
pi
e
es
ti
m
át
or
u

Ĥ
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Obrázek 7.11: Průměrné hodnoty odhadu α-entropie pro dimenze d = {1, 3, 6, 9, 12}. Skutečné

hodnoty α-entropie jsou znázorněny přerušovanou čarou.
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7.2.3 Střední kvadratická chyba a doba výpočtu: srovnání estimá-

torů entropie a α-entropie

Střední kvadratická chyba estimátoru parametru θ je definována jako střední hodnota kvadrátu

odchylky estimátoru

MSE(θ̂) = E((θ̂ − θ)2), (7.4)

kde θ̂ je odhad skutečné hodnoty parametru θ. Střední kvadratická chyba může být vyjádřena

pomocí rozptylu σ2 a bias jako

MSE(θ̂) = σ2(θ̂) + (bias(θ̂, θ))2. (7.5)

V následujících grafech jsou vyneseny závislosti střední kvadratické chyby estimátorů en-

tropie a α-entropie v závislosti na počtu vzorků pro dimenze d = {1, 3, 6, 9, 12} a v závislosti

na dimenzi pro počty vzorků n = {103, 104, 105, 106} z normálního rozdělení s diagonální

kovarianční maticí. Užito bylo dat z předchozích experimentů.
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Obrázek 7.13: Střední kvadratická chyba estimátorů v závislosti na počtu vzorků pro d = 1.
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Obrázek 7.14: Střední kvadratická chyba estimátorů v závislosti na počtu vzorků pro d = 3.
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Obrázek 7.15: Střední kvadratická chyba estimátorů v závislosti na počtu vzorků pro d = 6.
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Obrázek 7.16: Střední kvadratická chyba estimátorů v závislosti na počtu vzorků pro d = 9.
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Obrázek 7.17: Střední kvadratická chyba estimátorů v závislosti na počtu vzorků pro d = 12.
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Obrázek 7.18: Průměrný čas běhu estimátorů v závislosti na počtu vzorků pro d = 1.
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Obrázek 7.19: Průměrný čas běhu estimátorů v závislosti na počtu vzorků pro d = 3.
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Obrázek 7.20: Průměrný čas běhu estimátorů v závislosti na počtu vzorků pro d = 6.
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Obrázek 7.21: Průměrný čas běhu estimátorů v závislosti na počtu vzorků pro d = 9.
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Obrázek 7.22: Průměrný čas běhu estimátorů v závislosti na počtu vzorků pro d = 12.

77



0 2 4 6 8 10 12
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

d

M
S

E

N = 10
3

 

 

H h

H hp

H kde

H nn

H nn,20

H nn,10

H alpha

Obrázek 7.23: Střední kvadratická chyba estimátorů v závislosti na dimenzi pro N = 103.
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Obrázek 7.24: Střední kvadratická chyba estimátorů v závislosti na dimenzi pro N = 104.
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Obrázek 7.25: Střední kvadratická chyba estimátorů v závislosti na dimenzi pro N = 105.
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Obrázek 7.26: Střední kvadratická chyba estimátorů v závislosti na dimenzi pro N = 106.
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Obrázek 7.27: Průměrný čas běhu estimátorů v závislosti na dimenzi pro N = 103.
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Obrázek 7.28: Průměrný čas běhu estimátorů v závislosti na dimenzi pro N = 104.
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Obrázek 7.29: Průměrný čas běhu estimátorů v závislosti na dimenzi pro N = 105.
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Obrázek 7.30: Průměrný čas běhu estimátorů v závislosti na dimenzi pro N = 106.
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7.2.4 Odhad entropie rovnoměrného rozdělení

Estimátory Ĥh, Ĥhs, Ĥkde, Ĥnn, Ĥnn,10 a Ĥnn,20 byly užity k estimaci entropie jedno- a více-

rozměrného rovnoměrného rozdělení.

Test byl proveden pro dimenze d = {1, 3, 6, 9, 12}. Pro n ≤ 102 nebyl měřen čas běhu.

Testování estimátorů bylo ukončeno, pokud čas běhu překročil 400 s.

Pro účely potlačení artefaktů byly u histogramových estimátorů upraveny šíře binů na nej-

bližší vyšší hodnotu oproti hodnotě odhadnuté Scottovým pravidlem, jejíž celočíselný násobek

odpovídal rozdílu krajních hodnot v jednotlivých dimenzích (viz. 6.2).
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Ĥ
n
n

Ĥ
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Ĥ
n
n
,2
0
,
je
ho
sm
ěr
od
at
ná
od
ch
yl
ka
,
bi
as
a
ča
s
b
ěh
u

pr
o
ro
vn
om
ěr
né
ro
zd
ěl
en
í
s

d
=
1.
Sk
ut
eč
ná
ho
dn
ot
a
en
tr
op
ie

H
=
0.

84



1
0

2
1

0
4

1
0

6
−

0
.4

−
0

.3

−
0

.2

−
0

.10

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

0
.5

N
[−

]

H[nat]

 

 

S
k
u

t.
 H

H
 h

H
 h

s

H
 k

d
e

(a
)

1
0

2
1

0
4

1
0

6
1

0
−

1
2

1
0

−
1

0

1
0

−
8

1
0

−
6

1
0

−
4

1
0

−
2

1
0

0

N
[−

]

var(H)[nat
2
]

 

 

H
 h

H
 h

s

H
 k

d
e

(b
)

1
0

2
1
0

4
1
0

6
1
0

−
6

1
0

−
5

1
0

−
4

1
0

−
3

1
0

−
2

1
0

−
1

1
0

0

N
[−

]

abs(bias)[nat]

 

 

H
 h

H
 h

s

H
 k

d
e

(c
)

1
0

2
1
0

4
1
0

6
1
0

−
3

1
0

−
2

1
0

−
1

1
0

0

1
0

1

1
0

2

1
0

3

N
[−

]

T[s]

 

 

H
 h

H
 h

s

H
 k

d
e

(d
)

O
br
áz
ek
7.
31
:
P
rů
m
ěr
ná
ho
dn
ot
a
od
ha
du
en
tr
op
ie
es
ti
m
át
or
ů

Ĥ
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Ĥ
[n
at
]

σ
[n
at
]
bi
as
[n
at
]

T
[s
]

Ĥ
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Ĥ
k
d
e

N
[-
]

Ĥ
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Ĥ
h
,
Ĥ
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Ĥ
n
n

Ĥ
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Ĥ
[n
at
]

σ
[n
at
]
bi
as
[n
at
]

T
[s
]

10
1

1.
37
63

0.
61
82

1.
37
63

1.
37
63

0.
61
82

1.
37
63

1.
37
63

0.
61
82

1.
37
63

3.
2
∗
10
1
1.
02
00

0.
40
39

1.
02
00

1.
02
00

0.
40
39

1.
02
00

1.
02
00

0.
40
39

1.
02
00

10
2

0.
81
64

0.
21
41

0.
81
64

0.
01
20

0.
81
64

0.
21
41

0.
81
64

0.
01
17

0.
81
64

0.
21
41

0.
81
64

0.
01
16

3.
2
∗
10
2
0.
68
53

0.
09
00

0.
68
53

0.
02
01

0.
68
82

0.
09
02

0.
68
82

0.
01
92

0.
68
54

0.
09
01

0.
68
54

0.
01
95

10
3

0.
54
98

0.
06
26

0.
54
98

0.
05
28

0.
55
53

0.
06
26

0.
55
53

0.
04
87

0.
55
01

0.
06
25

0.
55
01

0.
05
19

3.
2
∗
10
3
0.
43
37

0.
02
79

0.
43
37

0.
18
33

0.
44
50

0.
02
77

0.
44
50

0.
15
40

0.
43
46

0.
02
79

0.
43
46

0.
17
56

10
4

0.
35
68

0.
01
34

0.
35
68

0.
68
85

0.
37
18

0.
01
36

0.
37
18

0.
54
64

0.
35
77

0.
01
35

0.
35
77

0.
65
17

3.
2
∗
10
4
0.
28
73

0.
01
19

0.
28
73

2.
77
22

0.
30
70

0.
01
19

0.
30
70

2.
07
09

0.
28
88

0.
01
18

0.
28
88

2.
54
22

10
5

0.
23
43

0.
00
54

0.
23
43

10
.1
12
2
0.
26
74

0.
00
55

0.
26
74

7.
17
45

0.
23
85

0.
00
54

0.
23
85

8.
94
36

3.
2
∗
10
5
0.
19
12

0.
00
17

0.
19
12

40
.4
62
7
0.
22
46

0.
00
16

0.
22
46

27
.4
23
4
0.
19
51

0.
00
17

0.
19
51

34
.6
40
5

10
6

0.
15
80

0.
00
29

0.
15
80

16
9.
63
26

0.
19
25

0.
00
29

0.
19
25

11
2.
15
06

0.
16
15

0.
00
30

0.
16
15

13
6.
89
35

T
ab
ul
ka
7.
18
:
P
rů
m
ěr
ná
ho
dn
ot
a
od
ha
du
en
tr
op
ie
es
ti
m
át
or
ů

Ĥ
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Ĥ
n
n

Ĥ
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Ĥ
[n
at
]

σ
[n
at
]
bi
as
[n
at
]

T
[s
]

Ĥ
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Ĥ
n
n
,
Ĥ
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7.2.5 Porovnání variant histogramových estimátorů pro odhad vzá-

jemné informace

Pro účely vyhodnocení přesnosti a rychlosti histogramového estimátoru s adaptivním histogra-

mováním M̂Iada byly porovnány jeho statistické vlastnosti a rychlost s estimátory vzájemné

informace M̂Ih a M̂Ihs. Experiment byl uskutečněn pro sdružené dimenze d = {2, 4, 6}.

Data byla generována z vícerozměrného normálního rozdělení se stopou kovarianční matice

tr(Σ) = d.
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Kapitola 8

Závěr

V této práci byla rozebrána problematika odhadu entropie a vzájemné informace pro registraci

obrázků. Těžiště práce spočívá v implementaci vybraných estimátorů entropie a vzájemné

informace v jazyce C a v experimentálním porovnání jejich přesnosti, rychlosti a statistických

vlastností. Součástí práce je též implementace estimátoru α-entropie z délky minimální kostry

úplného grafu nad vzorky. Estimátory byly napsány s ohledem na jejich snadnou integraci v

jiných programech.

Z implementovaných estimátorů se ukázal jako nejrychlejší histogramový estimátor. V

experimentech se však projevila jeho pomalá konvergence ke skutečné hodnotě entropie pro

vyšší dimenzionality. Tento jev částečně kompenzuje vyhlazení histogramu Parzenovým ok-

nem; nevýhodou toho přístupu je však nedostatečná rychlost pro vyšší dimenze.

Ve vyšších dimenzích dat vykazovaly pro normální rozdělení lepší konvergenci ke skutečné

hodnotě entropie oproti histogramovému estimátoru estimátory založené na vyhledávání nej-

bližších sousedů. V nízkých dimenzích byl však patrný jejich větší rozptyl. Pro rovnoměrné

rozdělení se pro d ≥ 3 projevily oproti histogramovému estimátoru vychýlenější.

Omezení počtu prohledávaných uzlů při BBF vyhledávání urychlí výpočty pro větší di-

menzionality. Nevýhodou ovšem je, že pro vyšší počty vzorků (n > 104) a dimenze d ≥ 6 se s

počtem vzorků zvyšuje výchylka estimátoru.

Pro odhad vzájemné informace prokázal dobré výsledky estimátor využívající adaptivní

histogramování. Estimátor měl oproti histogramovému estimátoru menší výchylku pro di-

menzi d = 2 a počty vzorků n > 3, 2.103 a ve vyšších dimenzích pro všechny testované počty

vzorků.
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Příloha A

Poznámky k implementaci

V této příloze jsou popsány důležité funkce jednotlivých modulů. Podrobné informace jsou

uvedeny v komentářích ve zdrojových souborech.

Program je uložen v adresáři code/ na přiloženém cd. V adresáři jsou obsaženy následující

soubory:

./Makefile Makefile demonstračního programu

./bin

./src adresář se zdrojovými kódy

./src/example.c jednoduchý program demonstrující deklaraci struktur

parametrů a volání funkcí

./src/ada.h

./src/ada.c zdrojový soubor a hlavička implementující adaptivní his-

togram

./src/histo.h

./src/histo.c zdrojový soubor a hlavička implementující histogramový

estimátor včetně varianty s vyhlazením histogramu

./src/imtype.h hlavička deklarující vstupní strukturu dat sImage

./src/kd.h

./src/kd.c zdrojový soubor a hlavička implementující funkce nad

k -d stromy.

./src/kdens.h

./src/kdens.c zdrojový soubor a hlavička estimátoru s jádrovým od-

hadem, závisí na modulu matrixops

./src/kdest.h

./src/kdest.c zdrojový soubor a hlavička nearest-neighbor estimátoru,

závisí na modulu kd
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./src/matrixops.h

./src/matrixops.c modul funkcí nad maticemi (inverze, determinant)

./src/misc.h

./src/misc.c modul s chybovými hlášeními estimátorů

./src/read.h

./src/read.c implementace generátorů náhodných dat a funkcí načí-

tajících data ze souborů

Soubor example.c

Soubor example.c uvádí příklad užití modulů s estimátory jiným programem. V souboru

jsou inkludovány nezbytné hlavičky (hlavička imtype.h definující datovou strukturu, s níž

estimátory pracují, a hlavičkové soubory některých estimátorů). Na počátku souboru je také

inkludován hlavičkový soubor read.h. V modulu read jsou implementovány některé generá-

tory náhodných dat a funkce pro čtení dat ze souborů.

Ukázkový program po spuštění vygeneruje data (závislá na inicializaci parametrů v sou-

boru example.c) a odhadne jejich entropii různými estimátory. Ukázkový program lze zkom-

pilovat příkazem make. Makefile podporuje cíle all a clean.

Soubor ada.c

Globální funkcí modulu ada je funkce

• double adaptiveMI(sImage * im1, sImage * im2, sParamAda * par)

Důležité vnitřní funkce souboru ada.c jsou:

• void histInit(sImage * i1, sImage * i2, int r, int s, double delta,

int minLeaf) – funkce alokuje paměť pro globální histogramovou strukturu a pomocné

proměnné. Funkce zapíše hodnoty parametrů do histogramové struktury,

• int partitionH(sAdaTreeNode * node, int r, char mode) – funkce je volána nad

každou buňkou histogramového stromu. Funkci je předán parametr určující počet dě-

lení v každé dimenzi. Za účelem vyhledávání kvantilů v datech volá funkci searchb,

implementující binární vyhledávání. Na konci běhu je proveden χ2 test nad dceřinnými

buňkami a vrácena hodnota na základě jeho výsledku.

• void getMI(sAdaTreeNode * root) – funkce prochází histogram a sčítá příspěvky ter-

minálních buněk histogramu k celkové vzájemné informaci.
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• int searchb(double *** array, int N, double *** key, int dimension) – im-

plementace binárního vyhledávání.

Soubor histo.c

Globální funkcí modulu jsou

• double histH(sImage * im1, sParamHist * par) – funkce alokuje paměť, volá funkci

initHist pro inicializaci histogramu, funkci fillHist pro naplnění histogramu, počítá

entropii a uvolní paměť.

• double histMI(sImage * im1, sImage * im2, sParamHist * par) – viz. výše, funkce

dále volá histH nad marginálními soubory dat.

Důležité lokální funkce jsou

• void initHist() – inicializace histogramové struktury, výpočet velikosti binů a jejich

počtu.

• void fillHist() – naplnění histogramu vzorky. Pokud je zvoleno vylepšení histogramu

oknem, vkládá vzorky pomocí funkce parIns.

Soubor kd.c

Modul implementuje operace nad k -d stromy. Globálními funkcemi jsou:

• extern void kdBuild(sKdTree * kdbase) – konstruuje k -d strom nad inicializovanou

strukturou typu sKdTree. Využívá funkcí getMaxVarDim pro určení dimenze s nejvyšším

rozptylem dat a splitData pro rozdělení obsahu uzlu.

• double kdNNdist(sKdNode * node, double ** target, int queryIsInSet,

int BBFlimit) – vyhledává nejbližší sousedy metodou BBF. Parametr queryIsInSet

udává zda je referenční bod obsažen v k -d stromu, tj. zda je nutno jej vyřadit z mno-

žiny prohledávaných bodů. Funkce v průběhu vyhledávání vkláda ukazatele na uzly k -d

stromu společně s jejich vzdáleností od referenčního bodu do prioritní fronty pomocí

funkce insertInQueue a vyjímá pomocí retrieveFromQueue.

• double ** kdRemovePoint(sKdNode * root, double ** point) – odstraní zadaný

bod z k -d stromu a aktualizuje informaci o hranici uzlu. Pokud se těsná hranice uzlu

změnila, propaguje změny směrem ke kořenu k -d stromu.
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Důležité lokální funkce:

• void pruneQueue(double dist) – funkce odstraní z prioritní fronty uzly se vzdáleností

větší než je parametr funkce.

• sKdNode * findLeaf(sKdNode * node, double ** query) – nalezne list k -d stromu

obsahující zadaný bod.

• double ** findNN(sKdNode * node, double ** query) – nalezne nejbližší bod k re-

ferenci v listu node.

Soubor kdens.c

Globální funkce modulu:

• double kdensH(sImage * img1) – funkce počítá odhad hustoty pravděpodobnosti pro

všechny body. Nejprve je odhadnuta kovarianční matice dat. Funkce pak volá scaleCM

k výpočtu kovarianční matice jádra z kovarianční matice dat a funkci MVN k výpočtu

příspěvků bodů k výsledné hustotě pravděpodobnosti.

• double kdensMI(sImage * img1, sImage * img2) – viz výše. Funkce volá pro výpo-

čet marginálních entropií funkci kdensH.

Soubor kdest.c

Globální funkce modulu:

• double kdNnMI(sImage * i1, sImage * i2, sParamTree * par) – funkce počítá vzá-

jemnou informace mezi daty z i1 a i2 přes délku grafu nejbližších sousedů. Funkce

využívá vnitřní funkce modulu kd a funkci kdNnH.

• double kdNnH(sImage * i1, sParamTree * par) – výpočet entropie vyhledáváním

nejbližších sousedů. Funkce využívá vnitřní funkce modulu kd.

• double kdMstMI(sImage * i1, sImage * i2, sParamTree * par) – Funkce počítá

α vzájemnou informaci mezi daty i1 a i2 pomocí délky minimální kostry úplného grafu

nad vzorky. Funkce využívá vnitřní funkce modulu kd a funkci kdMstH. .

• double kdMstH(sImage * i1, sParamTree * par) – Výpočet α-entropie pomocí délky

minimální kostry úplného grafu nad vzorky. Funkce využívá vnitřní funkce modulu kd.
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Soubor matrixops.c

• void inverse(double ** a, double ** e, int n); – funkce počítá inverzní matici

k čtvercové matici a o nxn prvcích. Funkce předpokláda e matici identity stejného

rozměru.

• double ** multiply(double ** a, double ** b, double ** c,int m, int n,

int o) – násobení matic a a b. Výsledek je uložen do matice c. Funkce předpokládá

rozměry matice a oxm a rozměry matice b nxo.

• double determinant(double ** a, int n) – funkce počítá determinant matice a o

rozměrech nxn Gaussovou eliminační metodou.

Soubor misc.c

• void error(int errcode) – funkce chybových hlášení estimátorů.

Soubor read.c

Globální funkce modulu:

• sImage * testUniform(double lowerbound, double upperbound, int samples,

int dimension) – generátor dat rovnoměrného rozložení. Parametry lowerbound a

upperbound vymezují rozsah. Parametr samples určuje počet generovaných vzorků a

parametr dimension dimenzi dat.

• sImage * testNormal(double mean, double sigma, int quality, int samples,

int dimension) – generátor dat normálního rozložení s diagonální kovarianční ma-

ticí. Parametr sigma určuje směrodatnou odchylku v jednotlivých dimenzích. Parametr

samples určuje počet generovaných vzorků a parametr dimension dimenzi dat. Vzorky

jsou generovány z rovnoměrného rozdělení díky platnosti centrální limitní věty; para-

metr quality určuje počet realizací náhodné proměnné s rovnoměrným rozdělením na

jeden vzorek.

• sImage * imgRead(char jmeno[]) – načítání obrázků formátu 24-bitový Windows

Bitmap bez komprese.

• sImage * textRead(char jmeno[]); – načítání dat z textového souboru. Funkce před-

pokládá následující podobu textového souboru (znak _ označuje mezeru):
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<číslo typu float>_<číslo typu float> ... <číslo typu float>\n

<číslo typu float>_<číslo typu float> ... <číslo typu float>\n

.

.

.

<číslo typu float>_<číslo typu float> ... <číslo typu float>\n

#EOF

Funkce interpretuje sloupce jako dimenze a řádky jako vzorky. Funkce užívá vestavěných

funkcí formátovaného čtení jazyka C. Předpokládány jsou konce řádků unixového typu.

120



Příloha B

Obsah přiloženého CD

Obsah přiloženého CD je následující:

Adresář na CD Popis

/text Adresář obsahující text diplomové práce ve formátech

PostScript a PDF.

/code Adresář obsahující podadresáře a soubory programu. V

tomto adresáři je uložen Makefile demonstračního pro-

gramu.

/code/bin Do tohoto adresáře se kompiluje ukázkový program.

/code/src Adresář se zdrojovými a hlavičkovými soubory pro-

gramu.
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